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���	� ��'�� =� � � ��� �� � ���� ���@
�	 ���� ���� �	 
��� &�'���� ����& ���&" ���� ��� '�&�� &�'���� ������ ������	& ������ ���� �����	
�� ��� ��
�� ,	 ����� ����&8 ��� ��(��&��� ����& ��� 
���� �	 ����& ������� ��� �������&� ��� 	�����
�� &��
& �	 ��� ���� �& ������� �� ��� �'������� &
�� �� ��� 
���	� ��'�� �	 ��� �	� ��	� �	� �� ���
�
���� ��(������	�& �� ��� ����& �� �� 
���� �	 ��� ����� ��	� ��� �	��������	 ����� ��� ����& ��
�� ������'�� ���� ��� �������&� �& ��
��&�� �	 � &�� �� �&����� �����& 0�� �� ���&� �����& �& �������
�� � 
�������� =�*���	�� �� �	���	��@ �&����� �	� �	&�&�& �� � &�� �� ����� ��	�&" ��� �	� ���	�����	� �



� ����!" # $%&��� D


�������� ������ �	� ��� ����&
�	��	� (��	���� �� ���& ������ ��� ����& ��(��&��� �	 ��� �&����� �����&
&����� �� ������'�� �	 � ��� &�� ���� ��� ����� ��	��� �� ��� 	��&&��� 
���� ����& =����� ���� ��	���@
�& ��	���!�� �	 ����� ����& ������� ��� �������&�" ����� 
����& ��� ������ �� 
�� ��&�& � 
�� ��&�
�	���	& ��� ����� ��	�& ���� &����� �� 
���&&�� �������� =
���	� �����@ �	� ��� &������ ������	&
�� ��� ��&
���'� ������& +����������" ��� ����� ��	�& ��� ������� &����� �	�� ��� &�(��	� �����	� ��
���� ��� ����� 
���� �& ���	� �� '�&�� ��� &������ ������	& �� ��� ��(��&��� ����& � 
���	� ����� ���
�� ��
�&�� �� � ����	����	 �� �����
�� �&����� �����& �
�����	� �� �&����� �����&" ����'��" �& 	��

�������� &�	� �� ����� ��&��� �	 �	 �������	��" �	��
����� �	&��������	 ������ ,	 ���& �&� � 
���	�
����� �& �����&&�� �& � ���� 

��� � =	�	���
��@ &�� �� �&����� �����& �� ��'�	" ��� �� ���� ��(����	� �����	 ������& ���� �	��	
&������ ������	& �� �� ������'�� ���� � ��&��������	 �������&� ���	" �	 ����� �� ��	���!� ��� �����
��	��� �� ��� 
���� ����& 	��&&��� �� ����� ��� ��(��&��� ������&" ��� �������	� ��� (��&���	& ��'� ��
�� �	&�����8

M I�� &����� ��� ��'�	 &�� �� �&����� �����& �� ����
�� =������@ �	�� 
���	� �����&N =�����
�����	� �������@

M +�� ��� 
���	� �����" �	 ���� &�(��	� &����� ��� &������ ������	& �� ��� ������& �� '�&����
���� ��� �	����� �	 ��� ��&
���'� �����N =����� �����	� �������@

��'���&��" ���� 
������& ��� ��&��� �	����		���� �	�" ���������" &����� �� &��'�� &������	���&��"
��'�	� ��&� �� ��� ���	� ����� �����	� �	� ����� �����	� ������� =������@ #�����		 > '�	 ��
K���� =344D@ ��'� 
��'�	 ��� J������	�&& �� � '����	� �� ��� ����� �����	� ������� �	 ���� �
&�	�������� ������ �& �&&���� �	� ��� �
���� �� ��� 
���	� ��'�� �& ���&���� �	 ��� 	����� ��
�&����� �����& ��&�� �	 ���& �	��&��	" �� �& &�������������� �� &��� ���� ��� ������ �	&������ �	
���& 
�
�� �& ��&� J������ ������ �� 
��'��� � ����� ����������	 �� ��� ������" �� ���� ��'��� ���
&��������������� ������� �� ��� �	��'����� 
������& �	� �� ��� F��	� 
������ 

#�'�	 � &�� �� ����& �� �� ������� �	� ��� ��&
���'� ������	& ����� ���� ��� &����� �	 ��� �������&�"
� &�(��	� ��&� �� �������	�� �����	� �� ���� ���&� ������	& &����� �� '�&���� &�� ���� ��� ��	���
�� ��� ����&
�	��	� 
���� ���� �& ��	���!�� ���& &������� ����� �����	� ������� =���@ ��
��&�	�&
� &
���� �&� �� ��� ��&&� ���'���	� ����&��	 ������� =���@ +�� &�	�������� ������& ��� ��� �	 ��
&��'�� ������	��� �� �
�������� ������� > ��&�	���� =26;5@ 
��&�	� �	 �*�� ��������� ���� ��
��*���
O(n+m) ����� n &��	�& ��� ��� 	����� �� ������& �� �� 
���� �	� m ��� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& 
,	 
�����" ������" �	&���� �� 
������	� �����	� �� �
����� �����&" ���� ��� ����	 ������ �
�	
�& ��
������ �	� �������� �� ������!�" ����� 
����& &��� �� 
����� �����& ��&�� �	 &��
�� �����	�
&��������& ��� �

������	 �� &�� �����	� &��������&" � � ��� &�&��
�" ��� �����	" ��� ���
��	� �	� ���



7 � �������	 �

���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

�����&� ��
 &�������" �	 �� �	&������ �& � �����&�� �

���� �� ��� ��� �& ��� ��� &�&��
� �����&��
=#���&����* > �������" 26;;@" ��� ����� 
���� �	������ ���'��&�& �'��� 
���	� ��&�� �	���	�	� �� ���&�
�	� ���� �� �� 
���� $��	 �������	� ��� �����	 �����&��" ��� ����� 
���� �	���& �	� ���'�& �'���

���	� ��&�� �� �� '�&���� ���� ��� ���	� ��&& ��&�� +�� ��� ���
��	� �����&��" ��� �������&� �& ��'����
�(����� �	�� ��� ����&" ��� ���	� &����	 �	� ��� ���� &����	 ��� ������& ������ �	 ��� ���	� &����	
��� ��&&�� ���� ��� ���	� ��&& ��&��" ����� ������& �	 ��� ���� &����	 ��� ������ ���� ��� ���� ��&&
��&�� +�� ��� �����&� ��
 �����&��" �	 ��� ��&�� �� �� '�&���� ��� ��� �������&� &����	& ��� �������	��
�� ��� �����&� ��&��	� ������	 ��� ��F��	� ��(��&��� ������& �� ������	 � ��(��&��� ������ �	� ���
��F��	� ��&& ��&�� I��� =2665@ 	����� ���� ��� �����&� ��
 �����&�� ���
������& ��� ���
��	� �����&�� 
I����&��& ��&�� �	 ���� &�
��&������ �����	� &��������& ��� ��� ��
�&��� �����&�� =�����&�	" 266:@
�	� ��� ��&��������&�� �����&�� =K�����	 > �����&�	" 2666@ ���� ����	� �����	�& �� ��� &�&��
� �	�
��� �����	 �����&�� ���&� ��� �����&��& ��'� �	 ����	 ����" ��� ��� 
���	� ��&�� ����� �	 ������
��& �� �� 
����" �� ��& �� �� ������ ������� ��� ����� 
���� �	������ ���'��&�& ��� 
���	� ��&�� ��"
�����	���'���" �	���& �	� ���'�& �� ���� ��� &��� ��&& ��&�� +�� ��� ��&��������&�� �����&��" ���& ���&��	
�& ���� �� ��	��� 
��������	� $��	 �&�	� ��� ��
�&��� �����&�� � 
���	� ��&�� �& ���'��&�� ��
���� ���	 ���� �� ��� 
���	� ��&�� ��& �� �� �	����� �� 
�� ��� ����& �	 ���& ��&�� 

��� ���'����	���	�� �

�����& �� ��� ��� ��'� ���	 ��&��	�� �	������� ��� &�	�������� ������& 
���������	 > �� B�&��� =3442�@ �������� ��� ����������&�	���� ��������� ��� ��� ��� �	 ��������
������& +�� �������� �	� ���� ��
��* ������&" ��� ������& ��&� �	������� �*��	&��	& �� ��� &�&��
�
�	� ��� �����&� ��
 �����&�� +����������" ���� 
��
�&�� � ����	�� �����&��" ���� �	����& �����	�&
�� ��� ��&��������&�� �����&�� ����& �� �� =3424@ �

���� �������	� ��� �����&��& �� '�����& ��&&�&
�� ��� �	&��	�& ������� �� �������&�& ���� ��� �	� ���� ����& ���� ��
��� &��	����	� =�'�����@
&�'�	�& �	 ��� ����� ���� ��	��� =�
 �� 48A �	 ��
���&�	 �� ����& �	&������ �� ��� &�&��
� &�������@
���	 �&�	� ��� ��	�B��	����	�I��&���	 I����&�� =I��&���	" 3444@ 

��� ����� �����	� ������� =���@ �	 �� &����� �& ������&8 #�'�	 ��� ������ &������ ������	&" ���
�����	� &������� �� �� �&��" �	� ��� �
���� �� ��� 
���	� ��'��" ��� �	 ��� &�� �� �&����� �����&
�� ����
�� �	�� 
���	� �����& &�� ���� ��� &�� �� ��� ����� ��	���& �� ��� ����& ��(����� �� ����� ���
��(��&��� ����& �& ��	���!��N =$%&���" 3441? I�		 > $%&���" 3423@

��� ��� �& ��&����� ���'� �& �	��	 �� �� J������ =�	 ��� &���	� &�	&�@ �� ��� 	����� �� �����& 
��
���� �& ������� ���	 ��� =#�����		 > '�	 �� K����" 344D@ I�	�" �� �& 	�� &��
��&�	� ���� �	�� �
��� �*�� &������	 �

�����& ��'� ���	 
��
�&�� &� ��� ��� ���& 
������ #�����		 > '�	 �� K����
=344D@ 
��&�	��� � ���	���	��
��� ��������� ���� ����	 ��	������	 ���� ��& ���� �� &��'� 
������
�	&��	�& ���� �
 �� 32 �&����� �����& �� �
�������� ��!�� > B��� =344;@ 
��
�&�� � ��*����	�����

��������	� �

���� ���� 
��'���� �
����� &������	& ��� �	&��	�& ���� �
 �� 25 �����& �����	 � ���
��	���& I���'��" ����� �

���� �& ������� �� &�&��
� �����	� �	�" ���&" 	�� &������� ��� ��� ������ 

�
��� ���� ���&� �*�� �

�����&" � ����� '������ �� �����&�� &������	 �

�����& �*�&�& =+�� � '���



� ����!" # $%&��� :

�������� ��'���" �� ����� �� �� B�&��� �� �� =344:@ �	� I�		 �� �� =3423@ @ ��� ��&� 
����	�	� �	�&
��� 
������� �������&�� ���������&" &��� ���������&" &�'�	�& ���������& �	� ���������&��& ,	 
�������
�������&�� ���������&" 
��������& ��� �&&��	�� �� �&����� �����& �� ���&�? ���	" �	 ��� &�(��	� ��'�	
�� ��� 
��������&" ��� �&����� �����& ��� &��&&�'��� �������� �� �����& �& ��	� �& ��� �
���� ��
��� 
���	� ��'�� �& 	�� �*����� =#��&�	 > ����
" 2663@ ���� ���������& ��'� ���	 �	������� ��
0�&���� =26;2@ �����& ��� ��	������ &�(��	������ �	 &�� ���������& ��� 
������� ��� ��� ���� �& �&
������&8 ,	 � ���&� &��
" � &��� =�� �	�����@ ����� �& ��&�	 ���� ���&� �����& 	�� ��� ����� �� � ���� ���	"
�	 � &��	� &��
" 	�� ��� &������ �&����� �����& ��� ����� �� ��� &��� ����� �	��� 	� ������� ����� �	
�� ����� ������� '������	� ��� �
���� �	&����	� �� ��� 
���	� ��'�� ��'�	�& ���������& ��� ��&��
�	 ��� E�������	��$����� ��������� ��� ��� K����� �����	� ������� =E����� > $�����" 2671@ ����
��& ���	 ���
��� ��� ��� ��� ��� �	����� '��&��	 �	 �� ��&����� �& ������&8 �� ��� ����		�	�" &�'�	�&
=�	 ����& �� �������	& �� ��� ����� ���'�� ��&��	�@ ��� �������	�� ���� �	 �� �����	�� �� ������	�
������& �� ��� �&����� �����& �	 � &�	��� =�����@ ���� �	&���� �� ������	� ���� �	 ��� &�
����� ����& 
���	" �	 � 	�	��&�	��	� ����� �� ��� &�'�	�&" ��� 
���& �� �&����� �����& ��� �&&��	�� �� �����& �	
� ��� �	 ���� �	� ����& �� �	���� ���� �����& �	 ��� &��� ���� ��� ��������� �����	���& ���	 ���
����� ��& ���	 �&&��	�� �� � ���� �� ���	 ��� 
���& �� �����& ��'� ���	 �	&������ � &��������������
��
��'���	� �� ��� ��������� �	&�&�& �� ���������	� ��� &�'�	�& ��� ���� � �&����� ����� �& �����
�� � ���� =0�&���� > .	��" 26;6@ �� ���	& �� �*��	&�'� 	������� &�����&" �� B�&��� �� �� =2666�@
��'� &���	 ����" ���	� ���&� �	&�����'� ���������&" ������ &��� �� &�'�	�& ���������& 
��'��� ��� ��&�
&������	& ��� ��� ��� 

��'���� ���������&��& ��'� ��&� ���	 
��
�&�� ��� ��� ��� �&�� �� �� =344;@ 
��&�	��� � ��	���
��������� ���� �& ��&�� �	 ��� �&&��
���	 ���� &
�����	� �&����� �����& �& ������� �	�" ���������"
����& ���� � 
������ �������	� �� ��� �	� �	������� ���'� #�����		 > '�	 �� K���� =344D@ &����&���
�	 �������� ��
��'���	� ��������� �	 ����" &�����	� ���� �	 �	����� &������	 �	&������ �� ���	&
�� ��� ���&���������&��&��'�� ����" ��
��'�� &������	& ��� �����	�� �� &������� &��
 ��'�&" � � ��
�	�����	��	� ��� �&����� �����& ���� ��� �������	� �����& ���� ���� ���� �� &��'� �	&��	�& ����
�
 �� 30 �&����� �����& �����	 � ��� &��	�& ���������������� �� �� =3446@ ��'���
�� � '�������
	����������� &���� ��������� ��� ��� ��� �	 ���� ����� �������	� ��	�& �� 	����������� &�������&
��� �	&������ ���& �

���� ��& �

���� �� ���� �������	� 
������ ��&&�& �	����	� �
 �� 250 �����&"
�	� ��� ������& ��
����� ��
���	� ����& �� ��&& ���	 �	� ��	��� I�		 �� �� =3424@ 
��
�&�� �	 ��������
���� &���� ��������� �	� � ��	����&�� �	� &�&��� E��
����	&�'� 	������� &�����& ��'� &���	 ����
���&� �

�����& ���� �� '��� ���� &������	& ��� ��&� ��(���� ��	� ��
���	� ����& =�
 �� 20��	���&@ ���
����� �	&��	�& =�
 �� 60 �&����� �����&@ I�		 > $%&��� =3423@ ��&���� � ���� &���� ��������� �	�
�	 ������������&�� ���� ������ �

���� �� ��� ��� ���� ���
������ ��� �������� ���� &���� ���������
�	 ����& �� &������	 (������ �	� ��(���� ��
���	� ����& �� �
 �� ��� ��	���& =��&&� ���� &����@ �	�
�
 �� ��	 ��	���& =������������&�� ���� ������@ ��� 
������ �	&��	�& ���� �
 �� 100 �&����� �����&"
��&
���'��� 



; � �������	 �

���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

�� ���" �	�� ��� ������& �*�&� �����	� ���� ��� ������ B���� �� �� =3423@ ����� ���� ��� 
������ �	 �
&�	��� �	� � �������� ���� ������ ����� ��� ��
�� �& ������ �� ��� ������ ��&& ��&�� �	&���� �� ��� ���	�
��&& ��&�� ���� 
��'���� � ��*����	����� 
��������	� ����������	 ��&�� �	 ����������	& ��� ��� ��	
����	� �	� ��� ���'���	� ����&��	 ������� I���'��" ��� 	����� �� &������ �����	����	 �	&����	�&
�&�� �	 ���& ����� �	���&�& �*
�	�	������ ���� ��� 	����� �� �������	� 
�� ������	& ���������" � ����
&���� ��������� ��& �&�� �� &��'� ��� ��� � 	����&� 	������� �	� � &�'�	�& �����&�� ���� �

���� �	
����� �� &��'� ��� ���&�	� �����	� 
������& 

�	����� �

���� �� ��� F��	� 
������ �	 � &�	�������� ������ ��& 
��&�	��� �� #��&&� �� �� =3421@ 
I���'��" ���� ����� ���� � �&� �������	� �� ��� �	� �	&������ �	 ���& 
�
��" 	����� � 
������ ���� �
&�	��� �&����� ����� ���� ��� �� &
��� �	�� �������	� �����& ���� 
��
�&�� � &�������� �		����	�
��������� ��� ��� �����	� 
������ �	� ����	�� �� ���� ���� �������	� �����	� ���������& ���&� �����	�
���������& ���� ��&� �&�� �� ����� �	����� �����& 

,	 ����� �� ��������� � ����� �	� ��'���
 � &������	 �

���� ��� ��� ���'������	�� ������" �� �&&���
���� ��� ������ ��& ���	 �&&��	�� �� �*���� �	� &������ ������	 

� &�������������� ��� �� ��������� � ����� ��� ��� ������ �	&�&�& �� �	&�����	� ) ������ �*
������
�� ��
������ ) ��� ���&���� �����& �	� �� ���&� &��� �� ���&� �����& &�� ���� ��� �&����� �����
�& �	���	�� �	 �*���� �	� ���� �	� ��� ����� ���� ��	��� �& ��	���!�� � ����� ����������	 ��&��
�	 ���& �

���� ��& ���	 �	������� �� #�����		 > '�	 �� K���� =344D@ �	� �	����& ��� �������	�

��������&8

��� &�� J �	���	& ��� �&����� �����& �	� ��� &�� F ��� ���&���� �����& � ���� �& ����� ���&���� ��
�� ���& 	�� '������ ��� �
���� �	&����	� ��&����	� ���� ��� 
���	� ��'�� ��� �	&��	�& afj �	�����
������� � �&����� ����� j ∈ J �& �	����� �	 ���� f ∈ F (afj = 1) �� 	�� (afj = 0) +����������" ���
�	&��	�& df ��
��&�	� ��� ��	���� ��	��� �� �	 ����� 
���	� ���� ���� �	����& ��� ������& �� �&�����
�����& �	���	�� �	 ���� f ∈ F  ,	 ����� �� ������� ��� �	&��	�& df " ��� ��� ���&���� ���� f ∈ F "
��� ����&
�	��	� ��� ��& �� �� &��'�� +�	����" ��� '�������& xf �	����� ������� ���� f ∈ F �& ��&�	
(xf = 1) �� 	�� (xf = 0) J�� ��� ����������� ����� ��� ��� ������ �	 �� ���������� �& ������&8

��	
∑
f∈F

df · xf =2@

∑
f∈F

afj · xf = 1, ∀j ∈ J ; =3@

xf ∈ {0, 1} , ∀f ∈ F. =5@



� ����!" # $%&��� 6

E�	&����	�& =3@ �	� =5@ �	&��� ���� � &�� �� �����& �& ��&�	 �	 &�� � ��� ���� ��� �&����� ����� �&
�	���	�� �	 �*���� �	� �� ���&� �����& ��� ��F���'� ��	���	 ��
��&�	�& ��� ����� ���� ��	��� ��&��
�� ��� ��&�	 �����& 

,	 ����� �� &��'� ��� ���'��
��&�	��� ����������� �����" �� �& 	��&&��� �� �	&���� =�� ���&� ��
������@
��� ���&���� �����& +����������" ��� ��� ���&���� ���� ��� ��	���� ��	��� �� ��� ����&
�	��	� �����

���	� ���� ��& �� �� �������� ,� � �������� ������ �� ��� �������&� �& �&&����" ��� ��� �	 ��
&��'�� ������	��� =���������	 > �� B�&���" 3442�@ I���'��" ��� 	����� |F | �� ���&���� �����& ����&
�*
�	�	������ ���� ��� 	����� |J | �� �&����� �����& I�	�" �	�� '��� &���� 
������& �	 �� &��'��
�� �

���	� ��� ����� ����������	 
��&�	��� ���'� 

+�� ���& ���&�	" ����� �

�����& ��� &��'�	� ��� ������ ��'� �� �� �	&������ ������ �	������	� ���
�������� ���� &���� ��������� ��� ��� &������	 �� ��� F��	� 
������" �� 
��&�	� &��� �����&�� �����	�
&��������& �	� ��� �*�� ��������� ��� ��� ��� �	 �������&�& ���� ��� ����& 
��'���� �� ���������	
> �� B�&��� =3442�@ 

��� ��� �	 �������&�& ���� � �������� ������ �	 �� &��'�� ������	��� =���������	 > �� B�&���"
3442�@ ��� ����&
�	��	� �*�� &������	 �

���� ���� �� 
��&�	��� ������� �	 ��� �������	� +�� �
���� �������� 
��&�	�����	 �� ���& ��������� �� ����� �� ���������	 > �� B�&��� =3442�@ 

��� &������	 �

���� �	&�&�& �� � ��	��� 
��������	� 
������� ��� ���� �& �	&������ �� &�����	�
���� �	 ��
�� ���� �	� �	&����'��� ����	� &����&��& �� ��� ���� �	��� ��� &����&��& �� �� '�&���� ���
�	����� ��� 
������ �& ��
��&�	��� �& � ���
� G = (V,E) ���� ��� &�� �� ����& E �	� ��� &�� ��

'�����& V =
m⋃
j=1

{aj, bj, cj} ∪ {v0, . . . , vn} v0 ��
��&�	�& ��� ������	 �� ��� ��
�� �	� ��� '����* vi

��
��&�	�& ��� &������ ������	 �� ������ i ∈ {1, . . . , n} K�����& aj " bj �	� cj ��
��&�	� ��� 
��	�& �����

���	� ��&�� j ∈ {1, . . . ,m} �	 �� ��&&��" 	����� '�� ��� ���� ��&& ��&��" ��� ������ ��&& ��&��
�	� ��� ���	� ��&& ��&��" ��&
���'��� 0�� 
��� �� ��F��	� 
�&����	& =������ ��� &������ ������	& ��
��(��&��� ������& �� � &������ ������	 �	� ��� ��F��	� ��&& ��&��@ �& �		���� �� ��� 
������� ����& 
��� ����&
�	��	� ���� ������ �& �(��� �� ��� ��&��	� ������	 ���&� ��� 
�&����	& +�� 3 ��
��& ���
���
������������ ��
��&�	�����	 �� ��� ��� �	������� �	 +�� 2 

+��� ���
� G ����& ��'� �� �� ��&�	 &�� ���� ���� ����&
�	� �� � ���&���� 
���	� ���� �	� ��� &��
�� ��� ���� ������& �& ��	���!�� � 
���	� ���� �& ����� ���&���� �� ��� '����* vi (i ∈ {0, . . . , n}) �&
�	����� �	 ��� ����" ��� '����* ��& �'�	 �� !��� ������ �	�" �*����	� '�����& ���� !��� ������" ���
&�����
� �& �		���� ���&" �	 ����� 
���	� ���� �	 �� 
����'�� �& � &�����
� �� G ��	� �	 �����

���	� ���� �& �	&������ �� �	&����'��� �*��	��	� � &�����
� �� G" ��� �������	� ����	����	& ���
	����� ��� L−

j �� � &�����
� �� G �	&�&��	� �� '�����& aj " bj �	� cj �������� ���� ��� '�����& �	�
=&���@ ����& ����&
�	��	� �� ��� ���� �� 
���	� ��&�� j +����������" L+1

j ��	���& � &�����
� �� G
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���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

���� �������	���� �	���	& ��� '�����& �	� =&���@ ����& ����&
�	��	� �� &����&�� j �� ���� O1 
L+2
j ��	���& � &�����
� ���� �	���	& ��� '�����& �	� =&���@ ����& ����&
�	��	� �� ��� ���� �� 
���	�

��&�� j + 1 �*�
� ����& �		���	� ��&�� j �	� ��&�� j + 1 ��� ��	������	 Lj �& �&�� �� �	����� ���� �
��&��� ����& ��� Lj = L−

j " Lj = L+1
j �� Lj = L+2

j  

���� �� #��
� ���������� ��
��&�	�����	 �� � ����� �����	� �������

� &�����
� Tj �� Lj �& ����� � Lj 
������ ���� &�����
�" �� �� ���&� �	� &�����
� �� G =����� ��
�����	@
�*�&�& �	&�&��	� �� '�����& �	� ����& 	�� �	����� �	 Lj " &�� ���� ��� �	��	 �� Tj �	� ��� ��
�����	
����& �� � ���
� ��
��&�	��	� �	 ����� 
���	� ���� I�	�" �� �	 ��	� �	 �
����� ����� 
���	� ���� ��
�	&�����	� � 
���	� ��&�� j" �	&�����	� ��� Lj 
������ ���� &�����
�& =������ L−

j " L+1
j �� L+2

j 
������
���� &�����
�&@ �	� �����	� ��� ��� ��&� ��
�����	 ��� ��� 
������ ���� &�����
� ,	 ��	����" �� �& (����
�������� �� ��	� ��� ��&� ��
�����	" � � ��� ��
�����	 ���� � ��	���� &�� �� ���� ������&" ��� ��
���� �	&���� L+2

m 
������ ���� &�����
�&" ����� � ���
� ���� �	 ��
�� &�� �� ����& ����� ��
��&�	� ���
��&� ��
�����	 I���'��" ��� �	&��������	 �� ��� 
������ ���� &�����
�& ����� ���� �� �	 �	��
�����
��
������	�� ������ +����	�����" 	�� ��� 
������ ���� &�����
�& ��'� �� �� ����	 �	�� �	&��������	 &�	�
��� �� ��� Lj 
������ ���� &�����
�& ���� ��� &��� &�� �� ��
�����	& �	�� ��� &������ &�����
�" � � ���
&�����
� ���� ��� &������ &�� �� ���� ������&" ��� ���� �� �	 �
����� ����� 
���	� ���� Lj 
������ ����
&�����
�& ��'�	� �	 �(��� &�� �� ��
�����	& ��� ����� �(��'���	� ���������	 > �� B�&��� =3442�@
��'� &���	 ���� 25 �������	� �(��'���	� ��&&�& �*�&� ���� ��'� �� �� ����	 �	�� �	&��������	 ���&
������� ����& �� ��� �������	� &������	 �

����8

��� ��������� &����& �� �	&�����	� � L−
1 
������ ���� &�����
�" � � � &�����
� T =

(
Ṽ , Ẽ

)
����

Ṽ = {a1, b1, c1} �	� Ẽ = {∅} ���	" ��� ���&� &����&�� �� ���� O1 �& �	&������ �	� ����& ��� �����
�� T �	 &�� � ��� ���� ��� '����* �	 ���& &����&�� �& �	���	� �� �� ���&� ��� ����& ���������" ��� ���
�	&������	 �� �	 �
����� ����� 
���	� ����" �	�� &�* �������	� ���� ����	����	& ��'� �� �� �	&������
=���������	 > �� B�&���" 3442�@ ���&� ���� ����	����	& ��� ��
���� �	 +�� 5 =�@ E�	���������	& =2@
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�	� =7@ �	����� ���� � &����&�� �& ���'��&�� �	� �� ����" ��&
���'��� ��� ���� �	���������	& =5@ �	� =1@
����&
�	� �� �����	 &��������&" � � ��� ��(��&��� ������& ��� 
���� �� �	����	� �	� ���'�	� � &����&�� '��
��� &��� ��&& ��&��" �	� �	���������	 =D@ ������& � �����&� ��
 
���� E�	���������	 =3@ �	 �	�� �� �&��
�� � &����&�� ���& 	�� �	���	 �	� ��(��&��� ������& �������&�" ��� �	��&��	 �� ���& �	���������	 �����
	�� ���� �� � 
������ ���� &�����
� ����	� ��� �� �	���������	& =2@ �� =7@ �� � L−

1 
������ ���� &�����
�
��&���& �	 �������	� L+1

1 
������ ���� &�����
�& E�	���������	& =2@ �� =7@ ��� ���	 ����� �� ��� �� ���&�

������ ���� &�����
�& ��
��&�	��	� ��� ��&� 
������ ���� &�����
� �� ��& ����&
�	��	� �(��'���	� ��&& �	
����� �� ����'� L+2

1 
������ ���� &�����
�& ����	" �� �������	� ��� 
������ ���� &�����
�& ��
��&�	��	�
��� &�����
� ���� � ��	���� &�� �� ���� ������& �	 ��& �(��'���	� ��&& ���&� &�����
�& �	���	 ���
'�����& ����&
�	��	� �� ��(��&��� ������& �	 ��� ���&� 
���	� ��&�� 

,	 ����� �� ����'� L−
2 
������ ���� &�����
�&" ���� �	���������	& ��
��&�	��	� ��� ��	����'�� ����

�	� 
���	� ��&�� �� �	����� ��'� �� �� ����� �� ���&� L+2
1 
������ ���� &�����
�& �� ����	����	" ���

'����* �	����� �	 �	 ����� 
���	� ���� ��&� ��'� �	 �'�	 ������ ���������" 
���	� ��&��& ��'� �� ��
�		���� �� �	 �'�	 	����� �� ����& +����������" �	 �
����� ����� 
���	� ���� �	���	& �� ��&� ���
����& ������	 ��� '�����& ���& ����& �� 14 �������	� ���� �	���������	& ���� �	 �� �&�� �� ��	��
���� �	� 
���	� ��&�� �� �	����� =���������	 > �� B�&���" 3442�@ ���� �� ���&� �	���������	& ���
��
���� �	 +�� 5 =�@ 

=�@ =�@

���� �� =�@ ��&&���� ���� �	���������	& ��� ���'��&�	� � &����&��
=�@ ���� �	���������	& ��� ��	��	� ������	 ��&��&

+�� ��� �(��'���	� ��&&" ��� ��&� L−
2 
������ ���� &�����
� �& �������	�� �	� �	���������	& =2@ �� =7@

��� ����� �� ���&� &�����
�& ���� ��&���& �	 L+1
2 &�����
�& +������	� ���& 
�������" �� ��	���� �����	

L+2
m 
������ ���� &�����
�& J�� �� ��� �	 �
����� ����� 
���	� ���� �� �������	�	� ��� 
������ ����

&�����
� ���� ��&���& �	 � ��	���� &�� �� ���� ������& �	� ����&
�	�& �� � ���&���� ����� 
���	�
���� � 
&�������� �� ��� ��������� �& ��'�	 �	 ��� �

�	��* 

�	 �
����� ����� 
���	� ���� 
��'���� �� ���& &������	 �

���� �& ��
���� �	 +�� 1 ��� �����
��
��*��� ��	���	 �� ���& �*�� &������	 �

���� �& ��	��� �	 ��� 	����� �� 
���	� ��&��& m �	� ���
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���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

	����� �� ��(��&��� ������& n =���������	 > �� B�&���" 3442�@ �	�" ���������" �

������	 �� ��� �*��
��������� �� � &�	��� �	&��	� �� ��� ��� ���� 	�� ��&��� �	 �	��
����� ��
���	� ����& 0'�	 �����
�	&��	�& �	 �� &��'�� �����	 ������	& �� � &��	� I���'��" ���	 �

���� �����	 � ��
��* �����&��
��������� ��� ��� ������ ����� ��	� ��� ��'� �� �� &��'�� ��
�������" ��� ��
���	� ���� 	����� ��
��� �*�� ��������� �	 ����� � ������ �&&�� +�� �*��
��" I�		 �� �� =3424@ ��'� ��
����� ��
���	�
����& �
 �� 20 ��	���& ��� &��'�	� �	 ��� ���� 60 �����& �� �

���	� � ��	����&�� �	� ���	� &�&���"
�������� ���� ��'� �&�� ��� &��
�� &�&��
� �	� �����&� ��
 �����	� &��������& ���� ���� �� 
��&�	��� �	
��� �������	� &����	 

���� �� 0*��
�� ��� �	 �
����� ����� 
���	� ����

$��	 �����	� ���� ��� ���" ��� &�&��
� �	� ��� �����&� ��
 &��������& ��� ��� ��&� ���(��	��� �&��
�����	� 
�����& ,	 ��� �������	� ����� ��&��
���	& �� ���&� �	� ����� �����	� &��������&" �� �& �&&����
���� ��� ��
�� �& ������ �	 ���	� �� ��� ������&� 
���	� ��&�� $� ����� �� I��� =2665@ ��� � 
��&�	�����	
�� ��� &��������& ��� �������&�& ���� �	� ���� �	� �� ���������	 > �� B�&��� =3442�@ ��� � ��������
��&��
���	 �� ��� ���������& ��� �������&�& ���� �����
�� ����& ��� �������	� ��	������	& ��� �&�� ��
��&���� ��� �����	� &��������& ��� j��	 �	� j��* �� ��� ������&� �	� ��� �������&� 
���	� ��&�� �	���	�	�
�� ���&� �	� ��(��&��� ������" �	� ��� ji��	 �	� ji��* �� ��� ������&� �	� �������&� &����&�� �� ���� i ����
��& �� �� '�&����" ��&
���'��� ��� ��� �����	� &��������& �	 �� ��&����� �& ������&8

��� &�&��
� =�� ���'��&��@ �����	� 
���� �& � &��
�� &������� ��� �����	� ����� 
����& ��� ���	 ���� ��
���& &������� �& �� ���'��&� ��� &����&�� �	���	�	� �� ���&� �	� ��(��&��� ������ ��� 
���� &����& �� ���
��
�� �	� 
�����& �� j2��	 �� ���'��&�	� j��	 �� ���� O1 ���	" ���� ���� �� �����" ��� &����&�� �� ���� O2
�	���	�	� � ��(��&��� ������ �& ���'��&�� ,� ��� 	����� �� &����&��& �� �� ���'��&�� �	 ���� O2
�& ���" ��� 
���� �����	& �� ��� ������ ��&& ��&�� ����� ������	� ��� ����& ������ �	 j2��* I�'�	�
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��
����� ��� 
��& �	 ���� O2" ��� 
���� ��'�& �� j1��* �	� &����& ������'�	� ��� ����& �� �� �������
���� ���� O1 �� ���'��&�	� ��� ����&
�	��	� &����&��& �	� �� �	� ���� ��� ����� �� ��� ���� �& �� �	
�� ��� �&� �	 ���� O2" �� ��� ��&� �� 	��&&��� �� �

�� ��� �����	 &������� �� ��� ��&� &����&�� �� ��
'�&���� +�	����" ��� ����� 
���� �����	& �� ��� ��
�� 

J��� ���� ���& ��������� ������& &������� ���� ��� &�&��
� �����	� 
���� ��&����� �� ���������	 > ��
B�&��� =3442�@ ����� ��'�	� ��	��� �'�� ���� ���� O2 �� ���� O1" ���������	 > �� B�&��� =3442�@
���&� ��� ������&� &����&�� �� ��� ���&� ���� ���� &���� ��& �� �� '�&���� �	&���� �� j1��* �� ���& &����&�� �&
��&�� �� j2��* I���'��" ���� &���� ���� ���& �

���� ���� �	���&� ��� ���� ��	��� ����&� �� ��� ����
�� �����& �	 ���� ��� &����&��& �	 ���� O1 ��� '�&���� ���� ���� �� ����� �	� ����� '�&���	� ��� &����&��&"
� �	&�������� 
��� �� ��� ���	� ��&& ��&�� ��& �� �� ���'��&�� ������ �����	� ��� ��
�� ���������"
�� �&� ���& &���� ����������	 �� ��� &�&��
� 
���� �	 �*��
�� ����� �������	� ��� &�&��
� 
���� �&
��
���� �	 +�� D =�@ ��� �������
��*��� ��	���	 �& �	��
�	��	� �� ��� 	����� �� ��(��&��� ������&
�	� �	���&�& ��	��� �	 ��� 	����� �� 
���	� ��&��& 

=�@ =�@
���� �� =�@ 0*��
�� ����� ��� ��� &�&��
� &�������

=�@ 0*��
�� ����� ��� ��� �����&� ��
 &�������

$��	 �

���	� ��� �����&� ��
 
����" ��� &����&�� �	���	�	� �� ���&� �	� ��(��&��� ������ �& ������� �	
&�� � ��� ���� ��� 	�	����'��&�� ��&��	� �& ��*���� ���& �	�
� ����& �� ��� �������	� &�������8

��� ����� 
���� ���'�& ��� ��
�� �� ���'��&�	� ��� ���&� 
��� �� j��	 �	� &����&�� j2��	 I� ���	 ��'�&
�� j2��* �� �	����	� ��� &����&�� �� ���� O2 ���� ��� ���� ��&& ��&�� �
 �� ��& �����&� ��
 �����&��
j2��* �& ���'��&�� �	� ��� ������ ��&& ��&�� �& �&�� �� ����� ��� �����	�	� ������& ������ �	 ���& ���� 
���������&" ��� 
���� ��'�& �� ��� ������&� &����&�� �� ���� O1 ���� ��& �� �� '�&���� �	� 
�����&
���� ���� �� ����� �� �	����	� ��� &����&��& �� ���� O1 ���� ��� ������ ��&& ��&�� �
 �� ����� �����&�
��
& $��	 ��	���� j1��* ��& ���	 ���'��&��" ��� 
���� �����	& �� ��� ��
�� ������	� ��� �����	�	� ����&
�� �	����	� ��� ����&
�	��	� &����&��& ���� ��� ���	� ��&& ��&�� 
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���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

��� �������
��*��� ��	���	 �� ���& �����	� ��������� �& ��	��� �	 ��� 	����� �� ������& �	� 
���	�
��&��& ����	" ���& ��������� &������� ������& ���� ��� ��&��
���	 �� ���������	 > �� B�&��� =3442�@"
����� ��� 
���� ) ����� ��'�	� 
������� ���� ���� O2 �� ���� O1 ) �& 
�������� �� ���'�� �� ���
�������&� &����&�� �� ���� O1 ���� ��& �� �� �	����� ���� ��� ������ ��&& ��&�� ���& ����������	 ����&
�� �����& ���� ����� �������	 ��	��& &�	� ��� �����&� ��
 
���� �� ���������	 > �� B�&��� =3442�@
��� ��&��� �	 �����& �	 ���� ��� ����� 
���� �	��	��& �� ��� ����� ����� ��'�	� ��	��� �'�� �� ���� O1
��&����	� �	 � �������	 ��	�� J�� ��� ��	��& �	 �������	 ��� 	��&&��� �	 ����� �� �

�� ��� �����&�
��
 &������� �� ���& ����" �������� �� � ������� �������	 ��	�� 	��&&��� �� �����	 �� ��� ��
�� 

�	 �*��
�� ��� � ����� 
��'���� �� ��� '��&��	 �� ��� �����&� ��
 &������� �& ��'�	 �	 +�� D =�@ ,�
�����& �'���	� ���� ���& ����� �	 	� ��	��� �� �	&������ �& G&��
��H �	� G&��������������H ���& '���

���������� ����& �� ��� ����� �& ��
���� �� ��� �
����� &������	 �� ��� &��� 
������ ��
���� �	 +�� 
1 ���&" �� �	���� ����	 ���� ��� �������&� ������& ���� ��� �� ���� ����& 	� '���� ������	� �*�&�&
��� ��&�����	� ��� �����	� �� ��� ����� 
����& �� &������	& 
��'���� �� &��
�� �����&��& ���� &�&��
� ��
�����&� ��
 &������� 

�& ��� ��� ��&��������&�� �����&�� �� K�����	 > �����&�	 =2666@ ��� 
���	� ��&�� ���� �	���	& ��
���&� �	� ������ �� �� 
���� �& '�&���� �*���� �	�" � � ��� ����� 
���� &����& �� ��� ��
��" 
��& ���
��(��&��� ������& �	 ��� ���&� 
���	� ��&��" ���	 �� �����& ��� ������& �	 ��� &��	� ��&�� �	� &� �	 
����� �����	� ��� �������&� 
���	� ��&�� ���� ��& �� �� '�&����" �� �����	& �� ��� ��
�� I�	�" �	� ��&
�	�� �� �������	� ���� ��&& ��&�� �& �&�� �� ��	�� �'�� ���� �	� 
���	� ��&�� �� �	����� ���& �& ��	�
�� ���	& �� ��	��� 
��������	� 

=�@ =�@
���� �� =�@ 0*��
�� ����� ��� ��� ��&��������&�� &�������

=�@ 0*��
�� ����� ��� ��� ����	��+ �����&��



� ����!" # $%&��� 2D

�� ���&� ��� ��� ��&& ��&�� i ∈ {P���	�P, P������P, P����P}" ��� ��&��	� �& �������	�� ���� ��& �� ��
���'����� ���	 ��� ����� 
���� &����& �� ��� ��
��" '�&��& ��� &������ ������	& �� ��� ��(��&��� ������& �	
��� ���&� 
���	� ��&�� �	� �*��& ��� ���&� 
���	� ��&�� �� �&�	� ��&& ��&�� i ���	 ��� &��	� 
���	� ��&��
�& �	&������ �	� ��� ��&��	� �& �������� ���� ��� ����� 
���� ��& �� ���'�� �� �� �*��& 
���	� ��&�� 1
'�� ��&& ��&�� i ∈ {P���	�P, P������P, P����P}" 
��& ��� ��(��&��� ������& ������ �	 ��� &��	� 
���	�
��&�� �	� ���	 �*��& ���& ��&�� �� �&�	� ��&& ��&�� ĩ ∈ {P���	�P, P������P, P����P} ���& ��&���& �	 �����
�������	� ��&��	�& ��� ��� ��&& ��&�� ĩ +�� ��� ��&& ��&�� ĩ" ��� &�����&� �� ���&� ����� ��&��	�& �&
����	 �& ��� ��&��	� 	����� �� &���� �� ��� ��
��" 
�� ��� ��(��&��� ������& ������ �	 ��� ���&� ��� 
���	�
��&��& �	� �*�� 
���	� ��&�� 2 '�� ��&& ��&�� ĩ ���& 
������� �& �

���� �� ��� 
���	� ��&�� �	��� j��*

��& ���	 ����	 �	�� �	&��������	 ���& ��&���& �	 ��� ��&��	� �� �� ���'����� �� ��� ����� 
���� ���	

���	� ��� ��(��&��� ������& �	� �*���	� ��� �������&� 
���	� ��&�� ������� ��� ���	� ��&& ��&�� ��	�
��� 
���� ��& �� �	� ��& ���� �� ��� ��
��" ��� ��&��	� ������	 j��* �	� ��� ��
�� ��& �� �� ����� �� ���
�'���� ��&��	� �	 �*��
�� ����� �������	� ��� ��&��������&�� �����&�� �& ��
���� �	 +�� 7 =�@ +��
���& �����&��" ��� 
���	� ��&�� ��& �� �� �	&������ �	� �	�" ���������" ��� �������
��*��� ��	���	
�& ��	��� �	 ��� 	����� �� 
���	� ��&��& 

+

��� ����	�� �����&�� �	������� �� ���������	 > �� B�&��� =3442�@ ������& � &������ �

���� �& ���
��&��������&�� �����&�� ���& I��� ��� &����&�� �	���	�	� �� ���&� �	� ��(��&��� ������ �& '�&���� �*����
�	� ����	� ����& ��� �	&������ �� �	&�����	� &����&��& �	&���� �� 
���	� ��&��& E�	&�(��	���" ���
���� �& �	&������ &�
������� �� ���&� ��� ��(��&��� ������& ������ �	 ���� O2 ��� ������� �	� ���	
���� O1 �& �	&������ 

��� 
���� &����& �� ��� ��
��" �	���& ��� ������&� 
���	� ��&�� ���� �	���	& �� ���&� �	� ��(��&��� ������"
�	� 
�����& �
 �� ��� ������ ��&& ��&�� J�� �	�� ���� O2 �& �	&������ �� ���� ��� ��&��������&��
�����&�� ��&��	�� ��� �������&�& ���� � &�	�������� ������ �& �

���� J��� ���� ��� 
���� ���� 	��
�����	 ������� �� ��� ��
�� ��� ��
���� ��& ���� ������� ���� O2 �� ���'�	� ��� ��&� &����&�� �� ��
'�&���� �	 ���& ���� '�� ��� ������ ��&& ��&�� ���	 ��� 
���� 
�����& �� ��� �������&� &����&�� ����
��& �� �� '�&���� �	 ���� O1 ����	" ��� ��&��������&�� �����&�� ��� &�	�������� ������& �& �

���� ,	
�	���&� �� ��� �����	�� ��&��������&�� �����&��" ��� 
���� ��& �� ��'� ���� ����� �� ���� 

,	 ��� ��&����� 
�������" ��� �����	� &���� ��� ���� O2 �	����& � ��'� ���� ���� �� ����� ���&" �	
���� O1" ��� ����� 
���� ��& �� ���'��& ��� ������&� ��&�� ���� 
�� ������	& �	 ����� �� ��&& ���� O2 
I���'��" ����� ��� �� &�������	& �	 ���� �� �	 �� ��'�	������& �� ��'���� ���� ���& 
��� =� � �� ���
&������ 
�&����	& �� �� '�&���� �	 ��� ���&� &����&��& �� ���� O1 ��� ������ 	��� �� ��� ������ ��&& ��&��
=���������	 > �� B�&���" 3442�@@ ,	 ���& �&�" ��� 
���� ��� '�&�� &�'���� &����&��& �� ���� O1 ������
��'�	� �	 �� ���� O2 #�	������" � ����� �	 �� �	&������ �& ������&8 ��� m �� ��� 	����� �� 
���	�
��&��& ��� ����� 
���� &����& �� ��� ��
�� �	� 
�����& �� � 
���	� ��&�� j∗ ∈ {1, . . . ,m} �� �&�	� ���
���	� ��&& ��&�� ���	 ��� &������� �������� ��&��������&�� �����&�� �*
���	�� �	 ��� 
��'���& 
������
� �&
�

���� �� ��� ���&� j∗ &����&��& �� ���� O1 ����� 
���	� ��� ��(��&��� ����& �	 ���&� &����&��&" ��� 
����
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���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

���& �� ���� O2 �� '�&�� ��� 
�� ������	& �	 ���& ���� =��� ����� ������� ���� O2 �& 	�� ��	��� ��
���& ����������	 @ ��� �������� ��&��������&�� �����&�� �

���� �& �

���� �� ��� ��&� m− j∗ &����&��&
�� ���� O1 +�	����" ��� 
���� �����	& �� ��� ��
�� �� �
����!�	� �'�� j∗ ∈ {1, . . . ,m} �� �����	 �
����� ���� �& 	�� ��	��� ���	 ��� ����� 
��'���� �� ��� �����	�� ����	�� �����&�� 

��� ����	�� �����&�� �	�� ���� ���& �
����!����	 &��
 ��& ���	 �	�������� �& ����� ����	��+

�����&�� =���������	 > �� B�&���" 3442�@ ��	� ��� ����	�� �����&�� �	&�&�& �� �����
�� �

������	&
�� ��� ��&��������&�� �����&�� =�	� �

������	 ��� ��� ����@" ��� �������
��*��� ��	���	 ��� ���&
�����&�� ��&� �	���&�& ��	��� ���� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& $��	 �&�	� ��� ����	��+ �����&��"
� &������� �������� '����	� �� ��� ����	�� �����&�� �& �

���� ��� ��� j∗ ∈ {1, . . . ,m}" ��	�����	� m

�������	� �����& ���������" �� ��'� � (������� �	���&� �� ��� ���� ��
��*��� ��	���	 �	 ��� 	�����
�� 
���	� ��&��& �	 �*��
�� ����� ��� ��� ����	��+ �����&�� �& &���	 �	 +�� 7 =�@ +�� � ����
�������� ��&��
���	 �� ���& �����&�� �� ����� �� ���������	 > �� B�&��� =3442�@ 

��� �������
��*��� ��	���	 �� ��� �*�� �

���� �& ��	��� �	 ��� 	����� �� 
���	� ��&��&m I���'��"
�� �	���	& � ����� �	&��	� �� ���� m ��& �� �� �����
���� ���������" ��� �

������	 �� ���& ���������
�� 
������ �	&��	�& �� � &�!� �	��	����� �	 
����� �& ���� ������	&���	� ���	 ��� �&��� �� &��
��
�����	� &��������& ��� �	&��	� �����	���& ���� ��� 	����� �� &�����
�& ���� ��'� �� �� �	&������ �	
��� �*�� &������	 �

���� ,	 ��� &��
" � � ��� ��� 
���	� ��&��" 6+6+14 = 26 ���� �	���������	&
��'� �� �� ����� �� �
 �� 25 
������ ���� &�����
�& ���& ���	&" �� �� 	����� ��� ��� ���� ��� �������	
�� &��� �	���������	& �� �����	 
������ ���� &�����
�& �		�� ���� �� �	 =�
�����@ ����� 
���	� ����"
�
 �� 26 · 25 = 650 &�����
�& ��'� �� �� �	&������ �	 ��� ��������	 �� ��� ��������� 

���������" �	 ����� �� �����&� ��� ����� �	&��	� �	 ��� �������
��*��� ��	���	" �� �� 	�� �����&
�	&���� 
������ ���� &�����
�& ��� �� ��� �(��'���	� ��&&�& ���" �� &��� 
��	�&" �	�� ��� 
������ ����
&�����
� ���� ��� ��	���� &�� �� ���� ������& �� �� ���� 
���&�" ��� 
������ ���� &�����
�& �*�
�
��� &�����&� �	� ��� ������� ����� ��� ��	�� �� � 
���	� ��&�� ��&�� �	 ���& ����" � �����&�� &������	
�

���� �	 �� ��&��	�� �& ������&8

E�	&���� ��� �*�� ��������� �� ��� ��������	 ������ ��� ��(��&��� ������& �	 
���	� ��&�� j ��� �������"" � � 
����� ��'�	� �	&������ ��� L−

j 
������ ���� &�����
�& ���	 ��� &�����&� �� ��� L−
j 
������ ���� &�����
�&

�& �������	�� �	� �	���������	& =2@ �� =D@ =&�� +�� 5@ ��� ����� �� ���& &�����
� ���& ��&���& �	 �
 ��
��'� L+1

j 
������ ���� &�����
�& +������	� ��� 
������� �� ��� �*�� &������	 �

����" �	���������	&
��� ����� �� ��� 
������ ���� &�����
� ��
��&�	��	� ��� ��&� &�����
� �� ��& ����&
�	��	� �(��'���	�
��&& ���	" ��� &��� 
������� �& �

���� �� ��� L+2

j 
������ ���� &�����
�& ���� ����& �� L−
j+1 
������

���� &�����
�& ���& ���	&����	 �	����& �	 ��&�� ��	�� �	�" ���������" ��� &�����
�&" �*�
� ��� ��&�

������ ���� &�����
�" ��� ������� 

+����������" �& �	 �� ����'�� ���� ��� ���'� ��&��
���	" �	���������	 =7@ �& 	�������" � � ���&
��������� ���� 	�� ���� �� ����� 
���	� ����& �	 ���� � &����&�� �& ���'��&�� ���� ���& �	���������	



� ����!" # $%&��� 2:

�& �� ���&� 	����� �� �	&��� �
�������� �� ��� ����� 
���	� ���� =E�	&���� � ��� �	 ���� ��� �	��
��(��&��� ������& ��� ������ �	 ��� ���&� &����&�� �� ���� O2 ���	" �	 �
����� &������	 ��& �� �	���	
�	���������	 =7@ �	 ��� ���&� &����&�� �� ���� O1 @ I���'��" 
����&�& ��'� &���	 ���� �	�� � ���
�&�& �*�&� �	 ���� ���& �	���������	 �& 	��&&��� $��	 ���& �	���������	 �& �&��" �� ����	 ����& ��
	�	��
����� 
���	� ����& ��&�" &�'���� �
����� 
���	� ����& ��� �*�&� �	� &��� �� ���&� �
�����
����& �	 �� �����	�� ������� �&�	� �	���������	 =7@ 

�� ���&�" �
�������� �� �	 ����� 
���	� ���� �		�� �� �����	���� �� ���& �

���� /����'��" ���&
�����&�� ��� 	�� ���� �� � ���&���� &������	 �� ��� ����&� ��� �����&�� �

���� ���� �	�� ��&��� �	 � ���
&�����
�& �	� 	�� ��� L+2

m 
������ ���� &�����
�& 	��&&����� ����&
�	� �� � ���&���� ����� 
���	� ���� 
��	� �� �& 
�&&���� ���� 	�	� �� ��� &�����
�& �����	�� ����&
�	� �� � ���&���� ����� 
���	� ����" ���&
�

���� ��� ���� �� �	 �	���&���� &������	 ���������" ��� �������	� ����������	 �& �

����8

,	 ����� �� �����	��� ���� �� ���&� �	� ���&���� ����� 
���	� ���� �& �����	��" �� �����& �	&���� �
&�����
� ����	��	� �� �	� �� ��� �(��'���	� ��&&�& 3" 4 �	� 6 �� 9 �	 ���������	 > �� B�&��� =3442�@ 
����� ��� &��
 �	 ���� ��� &�����&� 
������ ���� &�����
� �& �������	��" �� �& ����� ������� ���&
&�����
� ����	�& �� �	� �� ���&� �(��'���	� ��&&�& ,� ���& �& 	�� ��� �&�" �� �������	���� �	&����
��� &�����&� &�����
� ����	��	� �� �	� �� ���&� ��&&�& ���& �& ��	� ����&� �	�� ����� �(��'���	�
��&&�& =��&&�& 2 �� 9@ ����&
�	� �� ���&���� ����� 
���	� ����& =���������	 > �� B�&���" 3442�@ �	�
��� �� ���&� ��� ���� �� �	 �	���&���� &������	 �� ���� ��� �& L+1

j��*

������ ���� &�����
�&" ����� j��*

��	���& ��� ��&� 
���	� ��&�� �� �� '�&���� ���&� ��� �(��'���	� ��&&�& ��� ��	���� �& (0, 0, 0, 1) �	�
(0, 0, e, 1) ��� ��	������	 (0, 0, e, 1) ���	& ���� ��� Lj 
������ ���� &�����
� ����	��	� �� ���& ��&& ��&
��� ��������&�� ���� ��� '�����& aj �	� bj ��'� !��� ������" ��� '����* cj ��& �'�	 ������ �	� ��� ���
�
�	&�&�& �� �	� ��
�	�	� I�	�" �&&���	� ���� �� ��'� � L+1

j��*

������ ���� &�����
� ����	��	� �� ���

��&& (0, 0, e, 1)" � � �	�� ��� '����* cj��* =��� '����* ����&
�	��	� �� ��� ���	� ��&& ��&��@ �& �		����
�� ��� ���� �� ��� &�����
�" �� �& 	�� 
�&&���� �� ��� ���� �	���������	& �� ��� &����&�� j��* �� ���� O2
������� ��&�	� ��� �		���'��� �� ��� &�����
� =�� ����� �& �� ���&� �	� ��(��&��� ������ �	 ���& &����&��@ 

���& ����������	 �����	���& ���&������� �� ��� &������	& 
��'���� �� ��� �����&�� I���'��" ����	�
���� �	���������	& �� �	�� �	� �	&���� �� 25 &�����
�& ��� ���� �� � 
��� &������	 (������ 0&
������"
�	 ��� ����� &����& �� ��� ��������� ���&��	& ��� �� ���� ���� ��&��� �	 � 
��� ��	�� &������	 (������"
����&�" �� �	 ����� &����" � &�	��� ���� �	���������	 �	 ��'� � (���� ����� ��
�� �	 ��� &�� �� ����
������& �� ��� &�����
� ,� � ��� ���� � &���� 	����� �� ��(��&��� ������& 
�� &����&�� �& �	&������"
���	 �	���������	 =2@ ���� ���� �� � ������ &�� �� ���� ������& ���	 �	���������	& =5@ �� =D@ I�	�" ���
�����&�� ���� ��	� �� &���� �	� �� ���&� ����� �	���������	& ��&����	� �	 &�����
�& ���� ��� 	�� �		���� 
���	" �� � ����� &����" ���� �	���������	& ��� ��'� �� �� ����� �� �		�� ��� &�����
� ��������&& ��
��� ��
�� �	 ��� ��	��� �� ��� ����� 
���	� ���� ,	 ����� �� �'����� ���& 
������" ��� �����&�� �&
����	�� ���� ��� �*�� &������	 �

���� ���& ���	& ��� �*�� &������	 �

���� �& �

���� �� ��� ���&�
s = �p · m� 
���	� ��&��& ��&����	� �	 &�'���� L+2

r 
������ ���� &�����
�& ���	 ��� �����&�� &������	
�

���� �& �

���� �� ��� ��&� m− s 
���	� ��&��& ��� 
�������� p ��	���& ��� 
���	���� �� 
���	�
��&��& �� ���� ��� �*�� &������	 �

���� �& �

���� ��� ������ p �& ��&�	" ��� ������ ��� ��
������	��



2; � �������	 �

���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

������ ���&" ��� � ������ '���� �� p ��	�& �� ��&��� �	 � ������ &������	 (������ ��� ���� p = 1 ��&���& �	
��� �*�� &������	 �

���� ,	 ��� �

�	��*" � 
&�������� �� ���& �����&�� �

���� �& ��'�	 �	 �����
�� 
��	� ��� ��� �������	�& ������	 ��� �*�� ��������� �	� ��� �����&�� &������	 �

���� 

,	 ����� �� &��'� ��� ������" �� ����	� ��� �����	� ���������& �*
���	�� �	 &����	 5 ���� ���
�������� ���� &���� ��������� =,��@ �� I�		 �� �� =3424@ ��� ��� ��� ��� �����&�� �	&�&�& �� ���
�����	���	� 
��&�&" 	����� � ���� &���� �	� � 
����������	 
��&� ,	 ��� ���� &���� 
��&� �	 �	�����
&������	 �& ��
��'�� �� ���	& �� � �����	 	����������� &������� �	��� � ���� �
����� �& ������ 
,	 ����� �� �'����� ���� �
����" ��� �	����	� &������	 �& 
�������� �������� �	 ��� 
����������	

��&� �	� ��
��'�� �	 ��� ���� &���� 
��&� ����	 ,� ��� 	�� &������	 &�����	� ���� ��� ���� &����

������� 
�&&�& �	 ��
��	� �������	" ���& &������	 �����& ��� 	�� �	����	� &������	 �������&�"
��� 
����������	 
��&� �& �

���� �� ��� 
��'���& &������	 ����	 

� ��	���� 
&�������� �� ��� ��������� ��� ��� ������ �& ��
���� ����� +�� � ���� ��������

��&�	�����	 �� ��� ,�� ��������� �� ����� �� I�		 �� �� =3424@ $��	 �����	� ���� ��� F��	� 
������"
�� �& &������	� �� �	&���� &������	& ��� ��� ��� �	� &��'� ��� ��� �	 ����� �� �'������ ��� &������	& 
E�	&�(��	���" �� �	�� ���� ���� &������	& ��� ��� ���" � � ��� &������	 x ���& 	�� ����&
�	� �� ���
������" ��� �	�� �� ��� �����	� =&��@
������ ��� &������	 �

�����& ��� ��� ��� ��� �	�� �&�� ���
��� �������	����	 �� ��� ����&
�	��	� ��F���'� ��	���	 '����& ���������" ��� �������	� ����	����	
�������	� ��� ��F���'� ��	���	 �& 	�����8 ��� fr (x) �� ��� ��F���'� ��	���	 '���� ��&����	� ���� ���
&������	 x ��� ��� ��� �� ��� �����& ��� �	&������ �� �

���	� ��� �����	� ��������� r +����������"
��� N∗ ��	��� ��� 	����� �� �����& �	 ��� ��&� �	��	 &������	 

������� � �&�������� �� �	 ,�� ��� ��� ������
!����� 
������ ����" ������	����	� 
�������� λ" ����&���� 
�������� μ" �	���'�� t" �����	� &������� r?

��	����� �	����� &������	 x �� �

���	� ��� +E+� ����?
x∗ := ����Q&���� (x)? x�	 := x∗?
�
�
��

x := 
����������	 (x�	, �N∗ · λ+ 1	)?
x := ����Q&���� (x)?
�" fr (x) < fr (x

∗) ��
�
x∗ := x? x�	 := x?


�� �"
�" 	� ��
��'���	� �� fr (x∗) ����	� t ��� fr (x)− fr (x

∗) < μ · fr (x∗) ��
�
x�	 := x?


�� �"
����� �����	����	 �	�����	 �& ���

�	 �	����� =�	� ���&� ��&�@ &������	 x �& �������	�� �� �

���	� ��� ���&���������&��&��'�� =+E+�@ ���� 
���	 ��� ���� &���� 
������� �& �&�� �	 ����	����	 ���� ��� �����	� &������� r �	 ����� �� ��
��'� x 
���������&" ��� 
����������	 �	� ��� ���� &���� 
��&� �����	��� �	��� � �����	����	 �	�����	 �& ��� 



� ����!" # $%&��� 26

,	 ��� ���� &���� 
������� ��� �������	� ��
�& �� 	�����������& ��� �&�� $��� ��&
�� �� ��� ���&�
	����������� &�������" ��� &������	& ��� ����� 	�������& �� �	� &������	 �	 �� ����'�� ���� ���
����� �� �	�����	��	� ��� �����& �� ��� �����& =�$��@ ��� &��	� &������� �	&����& &������	& ����
�	 �� ����'�� �� �&&��	�	� � &�	��� ����� �� � �������	� ���� =�I,+�@ ��� ���� &���� 
��&� &��
&
���	 	� ������� ��
��'���	� �& 
�&&���� �� ���	& �� ���&� 	����������� &�������& ��� 
����������	

��&� �	&����& � 	�� &������	 �� �	�����	��	� � ��	��� 	����� �� �����& �� ��� �����& �	 ��������	
�� ���& 
��&� �	 �� ��&����� �& ������&8 ��� �����& α �	� β �	� �	 �	����� 	����� v ������	 1 �	�
���� �� ��� 	����� �� �����& �	 α �	� β ��� ��	����� &������ ��� ���&� v �����& �� α �	� β ��� ����'��"
��&
���'��� ���	 ��� v �����& ���� α ��� �&&��	�� �� β �	� ��� ����� ��� ���	� �& ��	� �& ��� �
����
�	&����	�& ��� 	�� '������� ��� �����	�	� �����& ��� �&&��	�� �� � 	�� ���� ���& ��������	 �& ��
�����
�N∗ · λ + 1	 ����&" � � ��� ���� �����& ��� �	���	�� �	 ��� ��&� �	��	 &������	" ��� ���� ��������	&
��� 
����������	 
��&� �	&�&�& �� 

,	 ����� �� �'������ ��� 
�������	� �� ��� ���������& ��� ��� ��� �	� ��� ����	����	& ��� &��'�	� ���
������" �������� 	������� �*
�����	�& ��� ������ ��� ��� ��	������	 �� ��� ��&� �	&��	�& �& 
��������
��&�� �	 ��� 
������ &��& �	 I�		 �� �� =3424@ �	� I�		 > $%&��� =3423@ $� �� 	�� �&� ��� &���

������ �	&��	�& ���� ����&� ���� �	&������ ��� ��� �	 � �������&� ���� � &�	�������� ������"
������& �	 ���& 
�
�� � �������� ������ �& �&&���� +����������" &��� ����������	& ��� ���� ��� ��
��� ��� ���� ��� &������	 (������ �� �����	� &��������& �& ��
�	��	� �	 ��� ����	&��	 �� ��� �������&�
=� � ��� 	����� �� 
���	� ��&��&@ 

$� �	&���� � �������&� ���� � �������� ������ �	� 50 &������ ������	& �	 ��� &����&�� =3D ������	&
�	 ��� &��� �� ��� &����&��@ $����	 ��� &����&��" �� �&&��� ����&���� 
���	�" � � ���	 � 
����
�& ������ �	 ��� �	��� �� � &����&��" �� �& ���� �� ����� ������& ���� ���� &���& ������� �������	��
��'���	�& � &�	��� &������ ������	 ��& � ��	��� �� 1 ��	��� �	�� =�.@ �	� � ����� �� 1.5 �.& ���
��&��	� ������	 ��� �

�&��� &������ ������	& ����	��	� �� ��� &��� &����&�� ����	�& �� 2 �.& ,	
�������	" ��� 
���� ��& �� ��'� 1 �. ���� ��� ���&� �� ��� ��&� &������ ������	 �� � &����&�� �� ����
� ��&& ��&�� ���������" � 
���� ��& �� ���'�� 46 �.& �� ���'��&� � &����&�� �	� 5 �.& �� ��	�� �	
��&�� ��	� �� ��� �� �'������ ��� 
�������	� �� �����	� &��������& �	� &�	� ��� 
�������	� �� ���
���������& �& �	��	 �� �� ��
�	��	� �	 ��� 	����� �� 
���	� ��&��&" �� ��'���� ���� ��� 
������
��&&�& �� I�		 > $%&��� =3423@ ��� &�� ��� 	����� �� ��&��& �� 10 ,	&����" �� �	&���� 
������
�	&��	�& ���� ������ 10" 20 �� 30 
���	� ��&��& =10 �� 30 ��&��& ��� ��� ������@ ���� ��&���& �	 �
�������&� ���� 1000" 2000 �	� 3000 &������ ������	&" ��&
���'��� 

,	 ��� 	������� �*
�����	�& �� �	&���� 
������ �	&��	�& ���� ���� �������	� &�!�&8 20" 40" 60 �	�
80 �&����� �����& ��� 	����� �� ��(��&��� ����& �	 � �&����� ����� �& �	������� ��&�������� �'��
{5, . . . , 25} ��� �
���� �� ��� 
���	� ��'��" ���� �& ��� ��*���� 	����� �� ����& ���� �	 ��



34 � �������	 �

���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

������� �	 � &�	��� ����" ����	�& �� 30" 45" 60 �	� 75 ���& ���	& ���� ��� �*
���� ��*���� 	�����
�� �&����� �����& �	����� �	 �	� ���� '����& ������	 2 �	� 5 �� ���&�" ���	 �����	� ���� ��� ���"
��� 	����� �� �����& �& &�� �� 1 �	� ��� �
���� �� ��� 
���	� ��'�� �& 	�� &������ ���	 ��� 	����� ��
��(��&��� ����& ,	 ��� �*
�����	�& ��� ��� ���" ��� 	����� �� ��(��&��� ����& �	 ���& �&����� �����
��& ���	 ��*�� �� 30" 45" 60 �	� 75 ���� ��� ��� ��� �	� ��� ��� ������ �� �	&���� � ��	��� &������
�&&��	��	�" � � ��� 
���������� �� ��� ������ ��� ���	� �	���	�� �	 � �&����� ����� �& ��� &��� ���&
��	� �� &������ �&&��	��	� ��& ��&� ���	 �&�� �� ���������������� �� �� =3446@ �	� I�		 �� �� =3424@ 

� ����	����	 �� ��� ���'����	���	�� 
�������� '����& ��&���& �	 12 
������ ��&&�& ��� ��� ��� �	�
32 ��&&�& ��� ��� ������ +�� ��� ��� ��&&" 100 ��&� �	&��	�& ��'� ���	 ��	������ �	� ��� ���
��&& �� ��� ������" 50 �	&��	�& ��'� ���	 �	&������ ���� ����& �� 2800 
������ �	&��	�& ���
��
������	& ��'� ���	 ������ ��� �	 � ��&���
 �E ���� � 3.4 #I! ��	���� 
���&&�� �	� 8 #� ��/ 
��� ���������& ��'� ���	 �	���� �	 E99 �&�	� /���&��� K�&��� ������ 3425 ��� 
������ �	&��	�&
�	 �� ���	������ �	 ���
8LL��� ��	&� �'�� ��L��	&�L�	L ��&����L/�������&L342D ���� ������
��� ������ �& �	&������" ��� &������	 (������ �� ��� ���������& ��� ��� ��� �& �	'�&������� �	 �����
�� ����� ���� ���������& ��� �	�������� �	�� ��� �������� ���� &���� �

���� 

,	 ���& &����	" ��� 
�������	� �� ��� &������	 �

�����& ��� ��� ��� 
��&�	��� �	 &����	 D �& �'������� 
��� �����&�� �

���� �	 &����	 5.5 �	����& � ����	����	 ���� ��� �*�� ��������� �	�" ���������"
�	���	& � 
�������� p ,	 ����� �� �������	� �

��
����� '����& ��� p" 
����&�& ��'� ���	 ������ ��� 
��&�� �	 ���&� ��&�& �� ��'� ��&�	 p = 0.25 ��� ��&���& ���� ��� 	������� �*
�����	�& ��� ��� ���
��� ��
���� �	 ����� 2 0�� �	&��	� ��& ���	 &��'�� �� ��� �� ��� ���������& �	 ��&& ���	 �	� &��	� 
E��
���	� ����&" ���������" ��� 	�� ��
����� �	 ������� ������" ���� 

#���
 �� �'����� ��'�����	 ���� �
����� ��F���'� ��	���	 '���� �	 A

 � $$ %& �� �+ '�(
24 54 34 3 26 5 2D 7 7 ; ��)
24 1D 2D 3 33 3 25 5 D 2 ���
24 74 6 7 35 1 ; ; 5 : ���
24 :D ; 6 37 D 6 3 5 3 ��*
34 54 3: 3 33 5 27 5 : 3 ��+
34 1D 31 1 33 2 27 1 7 6 ���
34 74 34 ; 35 : 21 D 7 1 ���
34 :D 2; 1 35 D 21 3 7 7 ��,
54 54 3: 1 3: : 27 5 ,�) : 7
54 1D 37 1 37 5 27 D : 5 ���
54 74 3D 4 31 5 27 : : 4 ���
54 :D 35 6 3D 2 27 2 : 4 ��+
�-
���
 34 7 35 6 21 D 7 3 ���

��� ��F���'� ��	���	 '����& �����	�� �� ��� �����	� &��������& &�&��
� =��@" �����&� ��
 =�#@"
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��&��������&�� =��@" ����	��+ =E+@ �	� ��� �����&������ �������� �*�� �

���� ���� &����	 5.5

=��	���� �� �E� � P��&� ��&& �	��P" ����&� �	�� ��� ��&� �(��'���	� ��&& �� �	 ��������	 �& �	&������@
��� ��
���� �� ��� �
����� ��F���'� ��	���	 '���� �����	�� �� ��� ��������� �� ���������	 > ��
B�&��� =3442�@ �	� ��� �'����� ��'�����	 ���� ��� �*�� 
������� �& ��
���� ��� 
������ ��&&�&
�	 �� ���	������ �� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& m �	� ��� 	����� �� ��(��&��� ������& n +�� ���

������ ��&& ��� 	����� �	 ���� ��
��&�	�& ��� ��	���� �'����� ��'�����	 ���� ��� �
����� ��F���'�
��	���	 '���� 

��� ��&���& 
��&�	��� �	 ����� 1 ����	&����� ���� �E� ���
������& ��� ����� �����	� &��������& �	� ����&
�� ��� &�����&� ����� 
���	� ����& +����������" ��� &������	 (������ ��
��'�& ���� �	 �	���&�	� 	�����
�� ��(��&��� ������& ��� ��� �������	� ���&�	8 ��� �*�� ��������� �& ���� �& ��� �����&�� �E� ���& 	��
�*
������ �	&���� ��� ������ ��� ������ ��� &����&�� ��� �& ���	� �� ��� �	���������	& ����� �� �����
��(��&��� ������& �	 � &����&�� ��� &�� �� ���� ������& ���� ��&���& ���� ����	� �	���������	 =2@ ��
=7@ =&�� +�� 5@ �& �	��
�	��	� �� ��� ��(��&��� ������& ,	 ��
���&�	 �� ����" ��� &�� �� ���� ������&
��� �	���������	& =5@ �� =D@ �& &���	��� ��
�	��	� �	 ��� ������	 �� ��� ��(��&��� ������& �����	 ���
&����&�� ���������" ��� &�� �� ���� ������& ��� '��� '��� &���	��� ��� � &���� 	����� �� ��(��&���
������& ���" ��� � ����� 	����� �� ��(��&��� ������& �	 � &����&��" �� �	'����& �� ��� &�� �� ���� ������&
���� ��&���& ���� ����	� �	���������	 =7@ I�	�" &�'���� �(��'���	� ��&&�& ��� ���� �� � 	��� �
�����
&������	 �	� ��� ��
�� �� ������	� �	 �(��'���	� ��&&" ���� ����� ���� �� �	 �
����� ����� 
���	�
����" �& 	�� �& ����� �& �� �& ��� 
������& ���� � &���� 	����� �� ��(��&��� ������& ,	 �������	" �� �	 ��
&��	 ���� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& ��&� ��& �	 ��
�� �	 ��� &������	 (������ �� �E� ���& �& ��&�
��� �� ��� ����� �*
���	�� ���'� ����&� �	 �	���&�	� 	����� �� 
���	� ��&��& ��&���& �	 � �����&�	�
	����� �� ��(��&��� ������& 
�� 
���	� ��&�� 

��� &�&��
� �����&��" ���� ��
��&�	�& ��� ��&� ���(��	��� �&�� �����	� 
���� �	 
����� =���������	"
3442@" ����& �� 
��� ��&���& +�� 
������ �	&��	�& ���� � &���� 	����� �� 
���	� ��&��& �	� � �����
	����� �� ������&" ��� &�&��
� �����&�� 
��'���& ��
����� ����� 
���	� ����& ����&� �� ����� ���
� ��� �� ��(��&��� ������& �	 ��� &����&��" ��� �������	�� ��	��� �� ���'��&� ��� &����&�� ������� ���
�	���� ��	��� ��
���� �� ��� ��&��	� ���� �& 	����� �� ����� ��� ��(��&��� ������& �	 � &����&�� ���� ��
&���� I���'��" ��� &������	 (������ �����������& ���� �	 �	���&�	� 	����� �� 
���	� ��&��&" ����� ���
&�&��
� �����&�� ����& �� �'����� ��'�����	& �� �
 �� 27A ���& ��&��'����	 ��	���& ���� ��� ��&���&
���� 	������� �*
�����	�& ��	� �� ���������	 > �� B�&��� =3442�@ �'�� ��� 
������ ��&&�&" ���
�'����� ��'�����	 ����	�& �� 20.6A" ���� �& ���� ���	 16 
���	���� 
��	�& ������ ���	 ��� ��'�����	
�� ��� ��F���'� ��	���	 '���� �����	�� �� �E� ���� ��� �
����� ��F���'� ��	���	 '���� 

�	����� �����	� &������� ���(��	��� �&�� ���	 �����	� ���� ��� ���" ��� �����&� ��
 �����&��" ����& �� �	
�'����� ��'�����	 ���� ��� �
����� ����� ���� ��	��� �� 23.9A $��	 &��'�	� � ��� �	 � �������&� ����
� &�	�������� ������" �� �& �	��	 ���� ��� &������	 (������ �� ���& �����&�� ��
��'�& ���� � �����&�	�
	����� �� ������& ����&� �	 ���& �&� ��� ��&��	�& ������	 ��F��	� ��(��&��� ������& �����	 ��� &���

���	� ��&�� =����� ��
&@ ��� �����	� ������ ��	� ����� 
���	� ����& �	&������ �� ���& �����	� &�������
�� 	�� �	���	 ��� 
��� �� �	 ��&�� ���� ����&
�	�& �� ��� �����&� ��
" ������ ��
& ���� �� � ������ &������	 
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���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

���& ������	�����	 �����& ���� ��� ��&���& ���� ��� �	&��	�& �	���	�	� 10 
���	� ��&��& I���'��"
�� �� ���� � ���� �� ��� ��&���& ����&
�	��	� �� 
������ ��&&�& �	���	�	� 30 ��&��&" �� ���� &�� ���
�

�&���8 ��� &������	 (������ ��
��'�& ���� �	 �	���&�	� 	����� �� ��(��&��� ������& ��� 
������
�	&��	�& �	���	�	� 30 
���	� ��&��& ��� ��������!�� �� � (���� &���� 	����� �� ��(��&��� ������& 
��
&����&�� ���& 	����� ��	��& ���� 0.5 �� 1.25 �	�" ���������" �� �	 �� �*
���� ���� ��� ��
& ������	
��(��&��� ������& �	 � &����&�� ��� (���� ����� ���&" ��� �����&� ��
 
���� ����& �� '��� &���� ��&��	�&
�'���� �	 &����&��& ��� ��&��	� �'���� �	 ��&& ��&��&" ����'��" ��� �� (���� ����� ,	 � ���&� �&�
&�	����" ��� ������ ��&& ��&�� ��& �� �� ���'��&�� ���� ���� ��&���& �	 ����� ��&��	�& ��� 
������&
���� � ����� 	����� �� 
���	� ��&��& ,� ��� 	����� �� ��(��&��� ������& ���& ������" ��� ��	��� �� �	 �����

���	� ���� ���� �	���&�" �&
������ ��� ��&��	�& �'���� �	 ��� &����&��& ���������" ��� 
���	����
�� ��� ��&��	� �'���� �	 ��&& ��&��& �����&�& �	� ��� ����� ��&��	�& ��&����	� ���� ��� ��'���	�&
�	 ��� ������ ��&& ��&�� ��'� � &������ ��
�� �	 ��� ��F���'� ��	���	 '���� ���� ����& �� � &������
��'�����	 ���� ��� �
����� ��F���'� ��	���	 '���� I���'��" �� ��� 	����� �� ��(��&��� ������& �&
��&�	�" ��� ��'�����	 ���� ��� �
����� ��F���'� ��	���	 '���� ���� �	���&� �� &��� 
��	� ��� �� ���
�	���&�	� ��'�����	 ��&����	� ���� ��� ��'���	�& �����	 ��� &����&��& 

�
��� ���� ��� ��� �����&��& ��&� ����	�� �&�� ��� &��'�	� ��� ��� �	 &�	�������� �������&�&"
�� ��'� ��&��� ��� 
�������	� �� ��� ��&��������&�� �	� ��� ����	��+ �����&��" ���� ��'� ���	
&
�������� ��'���
�� ��� &��'�	� ���& ���&�	� �	 �������&�& ���� �����
�� ����& ���&& ��� 
������
��&&�&" ��� ��&��������&�� �����&�� ����& �� �	 �'����� ��'�����	 �� 14.5A �	�" ���������" ��&� ��&���& �	
(���� ��	� ����� 
���	� ����& �	� �& ���
�������� �� ��� ����	��+ �����&�� ���& �& � �	&�(��	� ��
��� ��� ���� ��� ����	��+ �����&�� �	&����& ��� 
������ ������&�" � � �	�� &����&��& ��� �	&������
�	&���� �� ��
���� 
���	� ��&��& ���������" ��� ����	��+ �����&�� ����& �� �	 ��
����� &������	
(������ �'�	 ��� 
������ �	&��	�& �	 ���� ��� 	����� �� ��(��&��� ������& 
�� &����&�� �& (���� &���� 
J�'�������&&" ��� &������	 (������ �����������& ���� � �����&�	� 	����� �� ��(��&��� ������& 
�� &����&��
����&� ���& �����&�� �& � ����	����	 �� ��� &�&��
� �	� ��� �����	 &������� �	�" �& ��	���	�� ������"
��� &�&��
� 
���� ����& �� '��� 
��� ��&���& �	 ���&� �&�& 

,	 &������" �� �	 �� &����� ���� �E� ����& �� ��� &�����&� ��'�����	& ���� ��� �
����� ��F���'� ��	���	
'���� +����������" �� �	 &�� ���� ��� ����	��+ �����&�� ��&� ��&���& �	 ������ &���� ����� 
���	�
����& I���'��" �� �	�� &�	��� �	&��	�& �� ��� ��� ��'� �� �� &��'��" ��� �*�� �

���� &����� ��
�

���� ����&� ��� ��
���	� ����& ��� ����� �	� &��	� �	�" ���������" 	��������� E��
���	� ����&
����� �	 �&&��" ������" ���	 �	&��	�& �� ��� ��� ��'� �� �� &��'�� ��
������� �����	 ��� 
��
�&��
,�� �

���� �� ��� ������" �& ���� �� ����	&������ �	 ��� 	�*� &��&����	 

,	 ����� �� &��'� ��� ������" &�'���� �����	� &��������& ��� �	�������� �	�� ��� �������� ���� &����
�

���� 
��&�	��� �	 &����	 6 �& �����	� &��������& �� �&�� ��� �*�� &������	 �

����" ��� &�&��
�
�	� �����&� ��
 
����" ��� ����	��+ �����&�� �	� �E� ���� ��'� ���	 &���	 �� 
������ (���� ����
�	 ��� 
��'���& &��&����	 ��� 
��������& ��� ��� �������� ���� &���� ��'� ���	 ��&�	 �����	� ��



� ����!" # $%&��� 35

I�		 �� �� =3424@ �	� ���" ���������" &�� �& ������&8 λ = 0.3" μ = 0.05" t = T
10

" ����� T ��	���& ���
���� ����� ���� �& �&�� �& ��� �����	����	 �������	 ��� ���� ����� T = 3 ·N �& ���&���� �	 &��	�& �	�
�& �	�� ��
�	��	� �	 ��� 	����� �� �����&" � � �	 ��� 
������ &�!� �� ��� ��� �	� 	�� �	 ��� �����	�
&������� �&�� ���&" ����� �& � �������� ������	 �	&�����	� � ������ 
��� �� ��� &������	 &
�� �� ��� ���
�� ��		�	� � ����� 	����� �� ��������	& �	 ��� �������� ���� &���� �	� �	&�����	� ���� �����& ���&
�	 ��&� �� &��	 �	 ����� 3 

#���
 �� �'����� 	����� �� ��������	& 
�������� �� ��� ,�� ��������� (C = 30)

 . $$ %& �+ '�( /0���
24 34 6334 5;33 :73 363 2;2
24 14 521D 24D; 342 67 74
24 74 23D2 1DD 227 51 32
24 ;4 :2: 347 57 23 :
54 34 51;2 2;72 367 233 ;2
54 14 222: D15 77 36 34
54 74 5:7 2:1 34 22 7
54 ;4 346 6: 6 7 5

,	 ���& �����" ��� 	����� �� ��������	& 
�������� �� ��� ,�� �& 
��&�	��� �	 ��
�	��	� �� ��� 	����� ��

���	� ��&��& m" ��� 	����� �� �����& N �	� ��� �����	� &������� �	 ��������	 �	����& ��� �	&����'�
���� &���� �	� 
����������	 
��&�& �� ���&�" ��� 	����� �� ��������	& �����&�& ���� �	 �	���&�	�
	����� �� 
���	� ��&��& �	� �����& I���'��" ��� 	����� �� ��������	& ��&� �����&�& &��	����	��� ��
���� ��
��* �����	� &��������& ��� �&�� ���& �& ����&� � ����� 	����� �� ���& ��'� �� �� &��'��
�	 ��� ���� &���� 
��&� �	 ����� �� �'������ ��� &������	& �������� �	�� ������	& �� � &��	� ���
	����� �� &��'� � &�	��� ��� �� �
��������" ��� �����	� ��������� �&�� �	 ��� ,�� ��& � ����� ��
�� �	
��� 	����� �� �������	� &������	& ��� ��� ��� ���� �	 �� �	&������ ���������" �� ��& �� �� �	'�&�������
�� ���& ��� 	����� �� ��������	& �	 �� ��
�	&���� �� ��	��	� ���� &������	& ��� ��� ���& 

,	 ����� 5 ��� �'����� ��'�����	 �� ��� ��F���'� ��	���	 '���� �����	�� �� ��� �

������	 �� ��� ,��
�	 ����	����	 ���� � �����	� �����&�� ���� ��� ��F���'� ��	���	 '���� �� ��� ,�� ���� ��� �*��
�����	� ��������� =��	���� �� ,���0*��@ �& ��
���� ��� ��� 
������ ��&& C�� �� ��� ��� ���� ���
��'�����	& ��� 
�&���'�" �� �	 �	���� ���� ��� ����	����	 �� ��� ,�� �	� ��� �*�� �����	� ���������
���
������& ��� �

������	 �� �����&�� �����	� �

�����& �	 ��� ,�� ��� ��� ��� $��	 �����	� ����
��� ���" �� �& '��� ����	 �� �&� ��� &�&��
� �� ��� �����&� ��
 &������� �	 ����� �� �'������ &������	&
=���������������� �� �� " 3446? I�		 �� �� " 3424? I�		 > $%&���" 3423@ ��� �&��� �� ���&� &��
��
�����	� &��������&" ����'��" ��&���& �	 ��F���'� ��	���	 '����& ��� ���'� ��� ��F���'� ��	���	 '����&
���� �	 �� �����	�� �� ����	�	� � ���������&�� ��� ��� ��� ���� ��� �*�� �����	� ��������� �	
�'�����" ���&& ��� 
������ ��&&�&" ��� ����	 �	��������	 �� ��� &�&��
� �	� ��� �����&� ��
 &�������
�	�� ��� �����	� ��������� ����& �� ����& ���� ��� 17.95A �	� 22.48A ��	��� ���	 ����& �����	�� ��
,���0*�� ,� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& �& &���� =m = 10@ �	� ��� �
���� �� ��� 
���	� ��'�� �&
����� =C = 75@" ���	 ��� �	��������	 �� ��� &�&��
� 
���� ����& �� ��'�����	& ���� ��� ����� 10A ���& �&
����&� � ������ �
���� ��&���& �	 �����& �	���	�	� ���� ������& �	� ��� �� ��� ��� ���� ��� &�&��
�
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���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

&������� ����& �� ���� &������	& �� ��� 	����� �� ������& �� �� 
���� 
�� ��&�� �& (���� ����� I���'��"
�	 ��� ����� 
������ ��&&�&" �	� �&
������ �� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& �& ����� =m = 30@" ���� ���
&�&��
� �	� ��� �����&� ��
 &������� ��&��� �	 '��� 
��� &������	& 

��� �	��������	 �� ��� ���� ��
��* �����	� ���������& ����	��+ �	�" �	 
��������" �E� ���� ��
��
����� ��&���& ���� �	 �'����� ��'�����	 �� 4.87A �	� 2.64A" ��&
���'��� ���&" �� �	 �� &��	 ����
��� �����	� &������� �&�� �	 ��� �����	� ��������� ��& � ����� ��
�� �	 ��� &������	 (������ �	� ��������
��� 	����� �� ��������	& �	 ��� ,�� �����& ��� &������ �� ���� ��
��* �����	� ���������& ��� �&��"
��� &������	 (������ �	���&�& I���'��" �� ����� �� (���� &��
�� �� ��
��'� ��� (������ �� ��� &������	&
�����	�� �� ,�� �	� �	 ��������� �����	� �����&�� �	 �
����!����	 �� ��� ����& �� ��� �	� �� ��� ,�� �&
��� �� ����& ��� ,�� �����	���& ���� � ��&� ���	� &������	 �	 ���� ��� N �&����� �����& ��� ����
��
�	�� N∗ �������	� �����&" ��&����	� �	 N∗ ����& ���� ��'� ���	 �	&������ �� �

���	� � �����	 �����	�
��������� ��� ��F���'� ��	���	 '���� 	�� ���� �� ��
��'�� �� ����	� ���&� N∗ �����& �	� &��'�	�
��� ��&����	� ���& �� �
�������� ��	� � &�	��� ��� �	 �� &��'�� �����	 ������	& �� � &��	� �	� ���
	����� �� �����& N∗ �& 	�� ������ ���	 ��� 	����� �� �����& N " ���& ���� �
����!����	 �	 �� ��	�
������� �	&���	� ��� �������	�� ��
���	� ���� ��� ��&����	� ��'�����	& �� ��� ���� ��	���& ����
��� ��F���'� ��	���	 '���� �����	�� �� ,���0*�� ��� ��
���� �	 ����� 1 

����� ��� �

������	 �� ��� �*�� �����	� ��������� �� ��� �	� �� ��� ,�� �

����" ��� ��'�����	&
���� ��� ��F���'� ��	���	 '���� �����	�� �� ,���0*�� &��	����	��� �����&� ,� ��� &��
�� &�&��
�
�	� �����&� ��
 &������� ��� �&�� �	 
��������" ��� �
����!����	 �� ��� ����& �� ��� �	� �� ��� �����	�
��������� �& 
�'���� �	� ��&���& �	 � �����&� �� ��� ��'�����	 �� 16 �	� 20 
���	���� 
��	�&" ��&
���'��� 
J�'�������&&" ��� ��'�����	& �����	 
�&���'� �	�" ���������" �	����� ���� ��� �	��������	 �� ��� �*��
��������� �	�� ��� ,�� �& &�
����� �� �&�	� �����	� �����&��& �	� �
����!�	� ��� ����& �	�� �� ��� �	� ��
��� ,�� �	 �'�����" ��� ����	 �

���� ��� &��'�	� ��� ��� ����& �� ����& 1.86A �	� 1.53A ��	���
���	 ��� ����& ��	������ �� ,���0*�� ��� �����&� ��'�����	 �	 �� ��&��'�� ��� 
������ ��&&�& ����
� &���� 	����� �� 
���	� ��&��& =m = 10@ �	� � ����� �
���� �� ��� 
���	� ��'�� =C ∈ {60, 75}@
�� ��� &�&��
� &������� �& �&�� ,	 ���&� 
������ ��&&�& ��� ��'�����	 ����	�& �� �

��*������� 3A 
I���'��" ��� ��'�����	& ��� �����	� &������ �� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& �	���&�& ,	 
������ ��&&�&
��������!�� �� � ����� 	����� �� 
���	� ��&��& =m = 30@ �	� � &���� �
���� =C = 30@" ���
�	��������	 �� ��� &�&��
� 
���� ����& �� ��F���'� ��	���	 '����& '��� ��&� �� ��� ���� ��	���& �����	��
�� ,���0*�� ���& �& ��&�� �� ��� ��&�	 ���� ����� ���� �& �	�� ��
�	��	� �	 ��� 
������ &�!� �� ���
��� �	� 	�� �	 ��� 	����� �� 
���	� ��&��& �� �	 ��� �����	� ��������� ���������" �	�� � '��� &����

��� �� ��� &������	 &
�� �	 �� �	'�&������� �� ��� 	����� �� 
���	� ��&��& �& ����� �	� ��� �*�� �����	�
��������� �& �

���� ���&" �� �	 �� �*
���� ���� ��� ��'�����	& �	 ����� 1 ���� ��� ������ �� ��� ����
����� �& �	���&�� �& ��	� �� I�		 �� �� =3424@ ��� ��'� 
�������� ��
���	� ����& �� �
 �� 20 ��	���&
��� ���& �	���	�	� 60 �&����� �����& ,	 ���& �&�" ��� �	��������	 �� ��� �*�� �����	� ��������� �	��
��� ����&
�	��	� �����	� ��������� ����� ����� �'�	 ���� ��
����	� 



� ����!" # $%&��� 3D

#���
 �� �'����� ��'�����	 ���� ��� ��F���'� ��	���	 '���� �����	�� �� ��� ,�� �	 ����	����	 ���� ��� �*�� �����	�
��������� [A]

 . � !%$
�� �# E+ �E�

24 34 54 34 3; 2: 64 7 5: ��,�
24 34 1D 21 65 34 32 1 ;D ����
24 34 74 23 32 33 :3 1 32 ���+
24 34 :D 6 65 31 7; 5 75 )�++
24 14 54 26 36 2: D7 D 63 ����
24 14 1D 25 :: 26 53 1 37 ���+
24 14 74 24 72 32 ;; 5 :6 ����
24 14 :D ; 33 31 46 3 ;6 ���)
24 74 54 2; 11 2: 7; D 35 ��,�
24 74 1D 25 1D 26 D2 5 ;5 ��,�
24 74 74 24 24 32 54 3 ;: ����
24 74 :D : ;; 35 72 3 1D )�+�
24 ;4 54 2; 52 2: 16 D 56 ��+�
24 ;4 1D 25 54 26 5; 1 22 ��,�
24 ;4 74 24 35 32 14 5 D2 ���,
24 ;4 :D : ;D 35 D7 3 ;3 ����
54 34 54 31 24 3D D3 D 61 ��*�
54 34 1D 31 DD 31 16 D 61 ���+
54 34 74 35 1D 31 D7 D ;: ���,
54 34 :D 33 33 31 56 D D; ����
54 14 54 31 32 3D 45 D ;: ��,�
54 14 1D 31 2; 35 6; D :5 ����
54 14 74 33 ;: 31 4; D ;4 ����
54 14 :D 32 33 31 43 D 17 ���+
54 74 54 35 17 31 ;6 D 7: ��,�
54 74 1D 35 2D 31 42 D D7 ��+�
54 74 74 33 16 35 D: D 44 ���)
54 74 :D 32 D3 35 42 D 25 ����
54 ;4 54 35 5: 31 73 D :: ���)
54 ;4 1D 33 74 35 5D D 54 ����
54 ;4 74 32 ;: 35 :5 D 71 ����
54 ;4 :D 34 56 35 7; D 5; ����

�-
���
 2: 6D 33 1; 1 ;: ����
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���� ��� ���	� �����	� �	� �����	�

#���
 �� �'����� ��'�����	 ����� �

������	 �� ��� �*�� �����	� ��������� [A]

 . � !%$
�� �# E+ �E�

24 34 54 2 45 4 63 )�,� 4 67
24 34 1D 3 1D 2 71 4 6D )���
24 34 74 3 :D 3 47 2 34 )���
24 34 :D 5 47 2 ;: 2 23 )��*
24 14 54 2 2: 4 ;6 )�,� 2 11
24 14 1D 3 55 2 76 )�*� 2 44
24 14 74 3 61 3 46 2 5: )�*�
24 14 :D 3 :6 3 34 2 2: )�*�
24 74 54 2 37 4 67 )��� 2 43
24 74 1D 3 :D 2 74 )�*� 2 23
24 74 74 3 ;D 2 15 )�,* 4 ;6
24 74 :D 5 46 2 ;7 4 65 )��*
24 ;4 54 4 6: 4 ;4 )��� 2 2;
24 ;4 1D 3 :4 2 7D ��)* 2 2;
24 ;4 74 5 37 2 61 2 5: ����
24 ;4 :D 5 41 2 61 ���� 2 53
54 34 54 4 35 4 D6 )�), 2 22
54 34 1D 2 34 2 :1 )�+� 2 13
54 34 74 2 ;D 2 :; )�** 2 31
54 34 :D 2 :D 2 ;D )�,� 4 ;;
54 14 54 )��� 4 3; 4 31 2 25
54 14 1D 2 1; 2 71 )�,, 2 :D
54 14 74 2 ;: 3 25 ���� 2 ;D
54 14 :D 3 41 3 52 ���� 2 1;
54 74 54 )�)� 4 3: 4 37 2 :3
54 74 1D 2 13 2 ;: )�+� 3 5:
54 74 74 2 17 2 :2 )��* 3 34
54 74 :D 2 :1 2 1D )�+) 2 31
54 ;4 54 )�)� 4 3: 4 5; 2 57
54 ;4 1D 2 4D 2 14 )��+ 2 ;;
54 ;4 74 3 2: 3 23 ���* 3 54
54 ;4 :D 3 D4 3 2; ���+ 3 51

�-
���
 2 ;7 2 D5 )�+, 2 52



� ����!" # $%&��� 3:

,	 ���& 
�
��" �� ����� ���� ��� ���	� ����� �����	� �	� ����� �����	� ������� ���� �& '��� ��
����	�
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