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Ä O. Einleitung

Bei Verwendung des hybriden Gleichgewichtsmodells

(HGM) in der Methode der finiten Elemente (FEM)

spielen Invertierungen der Ausgangsmatrizen eine große

Rolle.

Deshalb besitzen Überlegungen zu Fragen der numeri-

schen Stabilität, der Verbesserung der Kondition sowie

der Bandbreitenminimierung einen hohen Stellenwert.

Anspruchsvolle FEM-Rechnerprogramme arbeiten zwar

mit interner Bandbreitenminimierung, die aber nur in

dem Maße wirksam werden kann, wie es die Ausgangs-

matrizen gewährleisten.

In dem vorliegenden Beitrag wird eine Möglichkeit

vorgestellt, bereits bei der Elemententwieklung eine

Bandbreitenminimierung vorzunehmen.

l. Grundlagen des HGM

Das HGM — vorgeschlagen von Pian 1964 [1] —- arbeitet

mit zwei voneinander unabhängigen Feldansätzen

—— einem Ansatz für das Spannungsfeld im Inneren des

beschriebenen Elements, der die Gleichgewichts—

bedingungen zu erfüllen hat, und

— einem ‚zweiten Ansatz für die Randverschiebungen,

der die Kompatibilität der Nachbarelemente sicher-

stellen soll.

In den weiteren Darlegungen wird der Werkstoff als

isotrop, linear elastisch vorausgesetzt.

Mit den nachstehend angegebenen Ausgangsgrößen

{ ß} — Vektor der Spannungsfreiwerte ßi

{ a} — Spannungsvektor

{ q } — Vektor der Knotenverschiebungen qi

{ e} — Verzerrungsvektor

{ s } — Vektor der Randschnittgrößen

{ u} —— Vektor der Randverschiebungen

[ P ] — Matrix des Spannungsansatzes

[ L ] — Matrix des Verschiebungsansatzes

{ E l — Elastizitätsmatrix

[ R } — Matrix der Randspannungen

[ k ] -— Elementsteifigkeitsmatrix

[ K ] — Systemsteifigkeitsmatrix
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lassen sich die Grundgleichungen in folgender Form dar-

stellen:

{a}=[P] ß (1)

{u}=[L] q (2)

{s}=[R] ß (3)

{o}=[E] e (4).

Das Potential der Komplementärenergie lautet

T ~ T T

7r* =‚0.5 f{o} {e} dV—f{s} {u} dn+ {q} {Q}

V Q

mit V — Inneres des Elements und (5)

(Z — Rand des Elements.

Durch Einsetzen von (1) — (4) in (5) erhält man

n*= 05MB} T[P1T[E1'1[P]{ß}dv _

V

«f {a} TIRITIL1{q}d9+ {q} T {o} . <6)

9

Mit der Zusammenfassung

{Hl=vf[P]T[El—1[.PldV und (7)

[T1 = f [RITIleQ <8)
Q

ergibt sich

flaw) = 0.5{5}T[H1 {ß} — {ß} T[T1 {q} + {q} T {Q}

(9)

Die Forderung nach Stationarität (auf Elementebene)

bei Variation nach ß

öfl*(ß‚q) z O

aß

ergibt

[H]{ß}—[Tl {q} =0 (10)

beziehungsweise

{ß}=IH1*1[T1{q} (11)



Mit

[k1=iT1T[H1‘1{T1

folgt

n*<q>=—0.5{q}Ttk1{q} + {q} T {Q} .

Diese Formulierung stimmt mit der der klassischen Ver-

schiebungsmethode überein. Die Bestimmung der gesuch-

ten Knotenverschiebungen erfolgt wie dort nach der

Gleichung

III} =IK1‘1{Q} -

(12)

(13)

<14)

12 3,4 56 7 ö 9 ‘01112 1314151571619 2021 272521. 2526272829303132333h35363738394041/u243lob 45454713

Der Grad des Spannungs- und des Verschiebungsansat-

zes darf nicht völlig unabhängig voneinander gewählt

werden. So ist auf jeden Fall die von Tong und Pian

[2] als notwendige Bedingung für das Entstehen regu-‚

lärer Gesamtsteifigkeitsmatrizen formulierte Bedingung

1 2 fk — fs

mit

i — Mindestanzahl der Freiwerte ßi

fk — Anzahl der Knotenfreiheitsgrade des Elements

f5. — Anzahl der Starrkörperfreiheitsgrade
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Bild l

[H1-Matrix~3D-Element-vollquadr. Spannungsansatz

0 Elemente konventioneller Polynomansatz

O Elemente teilweise orthog. Ansatz

X Elemente vollständig orthog. Ansatz
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einzuhalten. Dieü Bedingung stellt eine untere Schranke

{fit die Zahl der Spannungsfreiwerte ßi dar.

Aus (11) und (12) geht die große Bedeutung der inver-

sen Matrix van {H} hervor. Es lehnt sich deshaib, bei

Elemententwickiungen von vornherein {Hj-Matrizen mit

minimaier Bandbreite und guter Kondition anzustreben

2a Möglichkeiten zur Gestaitung der [Hj-Matrix

Die Notwendigkeit einer verbesserten Gestaltung der

{HE-Matrix wurde sichtbar, ais wir den Versuch unter-

nahmen, ein hybrides 3D-Quaderelement 1. Ordnung

mit 6 Freiheitsgraden je Knoten zu entwickeln. Der

dafür gewählte vellquadratische Spannungsansatz be-

12 3 4 516 78 91110i413156 18171219 263nannnmnwnaaseswmwmssmu 1557421616

sitzt nach Einarbeiten der Gleichgewichtsbedingungen

48 Freiwerte Si. Die Piansche Bedingung wurde ein-

gehalten; in Anlehnung an die Arbeiten von Schuberth

{3} bis [5} wurde ein unnormierter Quader gewählt

und der Ursprung des Elementkoordinatensystems in

einen Eckpunkt geiegt.

Die entstehende [H]-Matrix brachte numerisch einige

Schwierigkeiten, da sie schlecht konditioniert und. von

voller Bandbreite war. So beträgt die Belegung mit von

Null verschiedenen Elementen 60 %, und es sind Unter-

schiede in den Exponenten der eingehenden geometri-

schen Größen von fünf Ordnungen vorhanden. Die

Belegung ist im Bild 1 dargestellt.

Die lnvertierung dieser Matrix auf der Anlage E 1056

unter Nutzung der zur Verfügung stehenden Programm-
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Süd 2

[HE-Matrix-ESD-Eiement-vollquadr. orthog. Spannungsansat-z
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bihliothek [6] war nach Cholesky nicht möglich und

gelang erst nach Gauss-Jordan unter Vorschaltung einer

internen Normierung.

Diese Tatsache führte zum Versuch, eine neue [H]-

Matrix bereitzustellen, die eine schwächere Belegung

mit kleinerer Bandbreite und eine bessere Kondition

besitzt.

Ein Zwischenergebnis ergab sich dadurch, daß der Ko-

ordinatenursprung des kartesischen Systems in den

Mittelpunkt des Quaders verschoben wurde, so daß die

Koordinatenachsen Symmetrieachsen wurden. Gleich-

zeitig wurde eine Normierung des Quaders auf den Ein-

heitswürfel vorgenommen. Die Belegung mit von Null

verschiedenen Elementen von nur noch 13% ist im

Bild 1 vergleichend dargestellt.

Die erzielte Verbesserung ist das Resultat einer teil-

weisen Orthogonalität der Ansatzfunktiönen. Weitere

Verbesserungen sind zu erwarten, wenn es gelingt, den

Potenzfunktionenansatz des Spannungsfeldes für das

vorliegende Integrationsintervall vollständig zu ortho-

gonalisieren. Dieses Vorhaben führt auf die Klasse der -

Legendreschen ’Polynome, hier bis zum Polynom 3. Gra-

des für das Intervall [—0.5; 0.5] berechnet und nach

der Regel

6.5 G für iij

f fi(x) fj(x) dx =

—{).5 L 1 für i=j

normiert: l

f0 (x) = 1

f1(x) = 2. v’ä x

f2(x) = 6 «39:2 _ 1/12)

f3(x) = fi<20x3 _ 3x).

Mit diesen orthogonalen Ansatzfunktionen, und zwar

mit einem vollquadratischen Ansatz, wurde eine Neu-

berechnung der [EH-Matrix vorgenommen. Der Ansatz

für o lautet z. B. noch ohne Berücksichtigung der

Gleichgewichtsbedingungen

0x(xv y? z) = f9 ß] + f1(x)ß7 + f1(Y) 613

+ Jf1 (z) 319 + f1 (X) f1 (Y) 52s

+ f1 (y) f1 (z) 531 + f1 (x) fl (2) 1337

+ f200543 + £20954» + f2(z)ß55'
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Bild 3

[Hj-Matrix-Rechteckscheibe-vollquadr. orthog. Spannungsansatz
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Bild4

[Hl—Matrix-Rechteckplatte-vollquadr. orthog. Momentenansatz

Die Belegung der nun entstehenden [H]-Matrix mit von

Null verschiedenen Elementen beträgt nur noch 6 %.

Sie ist ebenfalls im Bild 1 vergleichend dargestellt.

Durch gezielte Umnumerierung der Reihen kann eine

weitere Verdichtung der Bandstruktur erreicht werden.

Im Ergebnis entsteht die im Bild 2 dargestellte {H}-

Matrix mit der Bandbreite 5, die sich zudem ohne Aus-

nahme aus nicht verketteten Untermatrizen zusammen-

setzt. Die größte Untermatrix hat die Dimension.9

mal 9.

Da die vorliegende Orthogonalisierung nur eine

lineare Transformation darstellt, läßt sich zeigen, dafa

die zu berechnende Elementsteifigkeitsmatrix

{k} = [T}T{H]‘1[T] invariant gegenüber dieser Trans-

ormation ist.

110

Damit liegt der Vorteil der Nutzung orthogonaler Aus-

gangspolynome auf der Hand. Er besteht in

— einer bedeutenden Verringerung der Rechenzeit,

— einer verbesserten numerischen Genauigkeit ohne

Nachschaltung evtl. notwendiger Iterationsschritte,

~— einer erhöhten Transparenz auch der I'M-Matrix.

Die erreichten Ergebnisse wurden auf ‚bekannte 2D-

Rechteckelemente angewandt. Die unter Nutzung voil-

quadratischer Spannungsansätze berechneten [HI-Masai:

zen sind für das Scheibenelement im. Bild 3 und für das

Plattenelement im Bild 4 dargestellt. Das Auftreten von

nicht verketteten Untermatrizen der Dimension 3 mal 3

bzw. 4 mal 4 gestattet sogar in beiden Fällen eine pro-

blemlose analytische Invertierung.

2(1+V‚l

 



 

3. Zusammenfassung

Mit der Nutzung der Legendreschen Polynome bei der

Aufstellung des Spannungsfeldes für Rechteck- bzw.

Quaderelemente beim HGM gelingt es, {H]-Matrizen

bereitzustellen, die sich durch minimale Bandbreite

und gute Kondition auszeichnen. Damit wird es mög-

lich, Rechenzeit einzusparen, die numerische Genauig-

keit zu erhöhen und im 2D-Fall sogar die numerische

Inversion zu vermeiden.

Die Anwendung der orthogonalen Ansätze auf die Be-

rechnung der Matrix [T] führt zu einer bedeutenden

Erhöhung ihrer Transparenz. Daraus folgen einige Er-

kenntnisse über das hybride Gleichgewichtsmodell,

über die in einem weiteren Aufsatz berichtet werden

soll.
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