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Zur Klassifizierung mehrparametriger Dimpfungsmodelle

H. Miiller zum Hagen, B. Nolte

Vier Ddmpfungsmodelle wurden in Nolte und Miiller zum Hagen (2005) hinsichtlich ihrer mathematischen
Struktur beschriebenen: Das Maxwell-Modell, das Jeffreys-Modell, das Kelvin-Voigt-Modell sowie das
Poynting-Thomson-Modell. Die Diskussion der Modelle erfolgte an den partiellen Differentialgleichungen in
der Verschiebung. Weitere physikalische Untersuchungen fanden statt. Es hat sich, dass zwei der partiellen
Differentialgleichungen (Ddmpfungsmodell nach Maxwell und Poynting-Thomson) rein hyperbolisch sind und
die zwei anderen partiellen Differentialgleichungen vom parabolischen-hyperbolischen Typ sind. Diese Er-
kenntnis wird in dieser Arbeit auf mehrparametrige Ddmpfungsmodelle tibertragen.

1 Einleitung

In der ingenieurwissenschaftlichen Literatur ist es iiblich, fiir theologische Ddmpfungsmodelle, die sich auf die
Verkettungen von einzelnen Grundelementen (namentlich Feder und Dampfer) beziehen, Stoffgesetze aufzustel-
len, die den differentiellen Zusammenhang zwischen der Spannung und der Dehnung eines Modells
beschreiben. Dieses wird hier natiirlich ebenfalls vollzogen. Wichtiger flir die nunmehr anstehende
Strukturanalyse sind jedoch nicht die Stoffgesetze, sondern die sich hieraus mittels des Newtonschen Gesetzes
ergebenden partiellen Differentialgleichungen (in der Verschiebung) eines konkreten dissipativen Wellenleiters.

2 Zur Struktur n-gliedriger Maxwell-Parallelschaltungen und Kelvin-Voigt-Ketten mit Abschluss

Fiir eine n-gliedrige Kelvin-Voigt-Kette nach Bild 1 mit Feder- oder Dampfer- oder Maxwell-Abschluss

Bild 1. n-gliedrige Kelvin-Voigt-Kette mit Abschluss

lasst sich das Bildungsgesetz fiir die partielle Differentialgleichung des Ddmpfungsmodells nach Bild 1 angeben
mits,, =1, wenn sich im Abschluss ein Dampfer befindet, sonst 5, =0 und s, =1, wenn sich im Abschluss

eine Feder befindet, sonsts, =0:

n n
Zakujmm = ijﬂu’t(j*l) fir s,=0,5,=0 (1)
k=0 J=1

n n

Zak“,mm = Zbﬁlu,t(,ﬂ) +b, 0l ) fir s, =15, =0 ()

k=0 =l

n n
Zaku’m(,ﬁ = Zb_mu’t(,m +b,01 ) fir s, =0,s, =1 3)
k=0 =1

n n 2
{Z ak“jmm} = Zbﬁl”’,m + me+n+1u’,(m+n+l) fir s, =1,5, =1 )
k=0

i j=1 m=1
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Fiir eine n-gliedrige Maxwell-Parallelschaltung nach Bild 2

:

=

—
—

EANNVAANA—

Bild 2 n-gliedrige Maxwell-Kette mit Abschluss

lasst sich ebenfalls das Bildungsgesetz fiir die partielle Differentialgleichung des Ddmpfungsmodells nach Bild
2 angeben mits,, =1, wenn sich im Abschluss ein Dampfer befindet, sonst 5, =0 und s, =1, wenn sich

im Abschluss eine Feder befindet, sonsts, = 0:

Satz 1: Die partielle Differentialgleichung einer n-gliedrigen Maxwell-Parallelschaltung lautet (nach Bild 2):

n+l

n
Spdyal o T Zak”’mm T SpaolU . = Zbﬁl”’gm (5)
k=1 J=1

mit §, = 1, wenn sich im Abschluss ein Dimpfer befindet, sonst § D= 0 und s F= 1, wenn sich im Ab-

schluss eine Feder befindet, sonst s, = 0.

Satz 2: Zur Isormorhie: Jeder n-gliedrigen Maxwell-Parallelschaltung mit einem gewissen Abschluss entspricht
eine m-gliedrigen Kelvin-Voigt-Kette mit gewissem Abschluss. Je nach Art der Abschliisse kann n=m gelten.
Dies ist jedoch nicht zwingend erforderlich. Die partiellen Differentialgleichungen der Dampfungsmodelle
Reihe/Kette entsprechen einander. Durch Umbenennung der Koeffizienten entsteht aus einer Maxwell-Parallel-
schaltung mit Abschluss eine Kelvin-Voigt-Kette mit einem in der Regel anderen Abschluss. Dies gilt auch um-
gekehrt.

Beweis von Satz 1 wird durch vollstédndige Induktion gefiihrt (Details siche Nolte (2004)).

Satz 3: Man betrachte die partielle Differentialgleichung (5) fiir eine n-gliedrige Maxwell-Parallelschaltung mit
gewissen Abschliissen respektive Ddmpfer oder Feder nach Satz 1.

Falls =1:

(A) Die partielle Differentialgleichung (5) ist parabolisch-hyperbolisch im Sinne von Nolte und Miiller zum
Hagen (2005) mit den Charakteristiken x = const . Letzteres bewirkt, dass die Randwerte wieder - wie beim
Kelvin-Voigt-Kdrper und auch bei Jeffreys-Korper - auf den Charakteristiken vorgegeben werden.
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(B) Nimmt man von der partiellen Differentialgleichung (5) den Hauptteil (hochste Ableitungsordnung) und
den ersten Nebenteil (zweit-hochste Ableitungsordnung) und ersetzt u " durch# , dann erhélt man folgende

PDgl:

an+lu,xxt +a,u = bn+2u,tt (6)

noxx

Diese ist von der Grundform der Differentialgleichung des Kelvin-Voigt-Koérpers und ist natiirlich wieder - wie
in (A) - parabolisch-hyperbolisch mit den Charakteristiken x = const . Die Kelvin-Voigt-Gleichung wurde in
Nolte und Miiller zum Hagen (2005) physikalisch charakterisiert, auch im Hinblick, dass sie parabolisch-hyper-
bolisch ist.

Falls, =0:

(A) Fir n=1 ist die partielle Differentialgleichung (5) stark hyperbolisch mit den Charakteristiken
Xx = const und x = xct + const . und der Schallgeschwindigkeit

c=_|— @)

(B) Fir n=2 und s, =0 ist die partielle Differentialgleichung (5) stark hyperbolisch mit den gleichen
Charakteristiken wie in (A).

(C) Nimmt man fiir beliebige 7, S, von der partiellen Differentialgleichung (5) wieder den Hauptteil (hdchste
Ableitungsordnung) und den ersten Nebenteil (zweit-hochste Ableitungsordnung) und ersetzt man wieder (wie
im Fall s, =1 - dort Teil (B) -) den Term u o durch ' , dann erhélt man folgende PDgl:

anu,xxt + an—lu,xx = bn+2u,ttt + bn+1u,tt (8)

Diese ist von der Grundform der Differentialgleichung des Poynting-Thomson-Koérpers und sie ist wieder - wie
in (A) und (B) - stark hyperbolisch. Die Poynting-Thomson-Gleichung wurde in Nolte und Miiller zum Hagen
(2005) physikalisch charakterisiert, auch im Hinblick darauf, dass sie hyperbolisch ist.

Anmerkungen zu Satz 3:

(I) Satz 3 zeigt, dass die Gleichung (5) fiir 5, =1 parabolisch-hyperbolisch ist. Im Gegensatz dazu ist (5) fiir

S, =0 mit aller Wahrscheinlichkeit hyperbolisch. Dieses wird durch den 2. Teil (§,, =0) von Satz 3 nahe
gelegt. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen.

(IT) In den wichtigsten Fallen bestimmt bereits der Hauptteil der partiellen Differentialgleichung ob sie hyperbo-
lisch oder elliptisch ist. Der Hauptteil und der erste Nebenteil einer partiellen Differentialgleichung bestimmen,
ob die PDgl - gegebenenfalls nach Transformation auf ein PDgl-System 2. Ordnung - parabolisch-hyperbolisch

im Sinne von Nolte und Miiller zum Hagen (2005) ist. Daher wird in Satz 3 fiir 5, =1 in Punkt (B) die PDgl.
(5) auf den Hauptteil und den ersten Nebenteil verkiirzt. Das Ergebnis ist die Kelvin-Voigt-Grundform. Um eine
zu dem eben erwihnten Punkt (B) parallele Behandlung zu erzielen, wird im Punkt (C) des Falles 5, = 0 eben-
falls auf den ersten Hauptteil und den ersten Nebenteil verkiirzt.

(III) Der Wert fiir ¢ aus (7) bezieht sich natiirlich auf die Charakteristiken der PDgl. (5) fir # =1 und
s, = 0. Man beachte, dass im Beweis (beim Ubergang von (29) auf (30)) eine Transformation der Variablen

(x,t) durchgefiihrt wurde, wodurch die Hauptcharakteristiken x=zxct+const (c=,/b;/a, ) auf

x ==£1-¢+ const . iibergehen. Nach diesem Ubergang wire dannc =1.
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Beweis von Satz 3: Zunichst sei der Fall s, =1 besprochen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird der

Fall n = 2 behandelt. Bereits fiir 7 = 2 lisst sich das Prinzip des Beweises hinreichend erliutern.

Mit der Einfiihrung der neuen Unbekannten

Uy =u

u =u,

”2 = u,tt (9)
Uy =u,,

v=u

Uy =u (10)
u =u, an
U, =u, (12)
U =u,, (13)
Vo SU e = Uy, (14)
Vi =Uy, =U, (15)
Vo =U, =Ug, (16)

Ug, =U, =U, a7
U, =u,=u, (18)
Uy, =U, =Us (19)
Uy, = (Spaslly o + AV, + AV, +SpAV 20)
—bsuy —byu,)/b,
Vor T Uy = Uz @n
Vig Tl =Upy (22)
Voo =U = U, (23)

Der Leser mag sich rasch davon iiberzeugen, dass Aquivalenz gegeben ist (= und <=). Der Fall = ist
unmittelbar aus den Gleichungen (10)-(16) zu (17)-(23) ersichtlich. Fiir die Umkehrung, Fall <=, miissen die
Integrabilititsbedingungen wie zum Beispiel (21)

u3,x = VZ,[ = u,xttt

betrachtet werden. Somit ergibt sich beispielsweise fiir (21)

Vz,z = u,xm

V2 = u,xtt + g(x)
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Dies liefert unter FEinarbeitung von Anfangs- sowie Randbedingungen eine verschwindende
Integrationskonstante g(x) und somit die Gleichung (13). Gleichungen (17) bis (23) sind &quivalent zu (20)

zusammen mit:

u, 0 0 0 0 0 0)u, u,
u, 00 0 0 0 O0fmny u,
u, 00 0 0 O0 Ofu, u,
= + (24)
v, 000 0 O0 O0fv, Us
12 001 00 Ofv 0
Vo 01 0 0 0 OAv, 0

Gleichung (20) ist parabolisch bzgl. der Unbekannteni, . Gleichung (24) ist leider nicht stark hyperbolisch

. . . . T
(Existenz von linear unabhingigen Eigenvektoren) bzgl. der Unbekannten (u,u,,u,,V,,V,,V,)" . Daher

werden weitere Unbekannte eingefiihrt, d.h. es wird wie folgt umgeformt:

Uy, = Uy, Vi = VLV, S Uy S Uy = UV, = Uy (CA))
und

Uy, = Uy, Vo, = Vo, Vo, = $O’$O,t SUy U, =UYY, F U (26)

Ziel ist es, die in (24) storenden X -Ableitungen u,  ,u, = letztlich so umzuwandeln, dass nur noch die X -

Ableitung u,  iibrig bleibt, wobei ja u; die parabolische Unbekannte ist (siche parabolische Gleichung (20)).
Also erhilt man, dass (20) und (24) dquivalent ist zu:

U, = (SDa3u3,xx tay,  tay , +5payy,

(27)
—byuy —byu,)/ b,
u, 0 00O OO0 O0 0 0Yu U
u, 0000 0O O0O0O0 0y u,
U, 0000 O0O0O0OO0 0fu, Uy
v, 0000 O0O0O0OO0O O0]|v, U ,
vi|=[0 0 0 0 0 0 0 0 O0fv]| +|V (28)
v, 000 O0O0O0O0O0O0|WV U,
v 0000 O0OO0O0O0 O0fv, v
v 0000 O0O0O0O0 0fpy, v,
v, l 0000 O0O0O0O0 O)y, o\,

Das System (27), (28) ist parabolisch-hyperbolisch, wobei die Gleichung (27) parabolisch ist bzgl. #, und das
System (28) ist (symmetrisch) hyperbolisch mit den einzigen Charakteristiken X = const .

Beweis von Satz 3 fiir den Fall 5,, =0 undz = 1. Hierfiir lautet die Differentialgleichung (5)

au +SFa0u,xx _b3u,m _bzu,n =0 29
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Zeitdilatation fithrt auf
u,xxt + SFau,xx - u,ttt - bu = 0 (30)

it

Mit der Transformation #, = o und u = v gilt sofort

‘ (€2))

und die Gleichung (30) lésst sich transformieren zu folgendem System

a,-—a,=-spav, +ba, (32)
v,t = a,x (33)
u,=a 34

Es sei angemerkt, dass die Gleichung (34) als sukzessiv entkoppelt von dem System (32 und 33) anzusehen ist.
Eine weitere charakteristische Transformation mit

w=(0,+0)a=a, +a, (35)

und
(0, =0 )w=w,—w, (36)
=a, —a, 37

ergibt das System

a -1 0 0\« w
w| =lb 1 spallw| +|-bw (38)
v ), L0 0 Av) \0

Dieses System ist nach Hellwig (1977) stark hyperbolisch, weil die Determinante der Matrix aus Gleichung (38)

“1-4 0 0
det| b 1= s,a|=(-1-A)1-A)(=1)=0 (39)
1 0 -2

verschiedene reelle Losungen in A besitzt und somit drei linear unabhingige Eigenvektoren existieren. Dies ist
hier offensichtlich der Fall:

A =04 =L =-1 (40)
Es sei angemerkt, dass die Lésung hier unabhéngig von der Variablen s,a ist.
Beweis von Satz 3 fiir den Fall 5,, =0 und 7 =2 unds, = 0. Hierfiir lautet die Differentialgleichung (5)

au ., + au _b4u,1m _b3u,m _bzu,tt =0 4D
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Zeitdilatation fithrt auch hier auf

—u_ . —bu

xXxtt Jxxt it o cu,lt =0

Mit sukzessiven Entkopplung #, = & und der weiteren Transformation &, = £ und o, =V giltsofort

ﬂ,x = v,t
und die Gleichung (42) lésst sich transformieren zu folgendem System

ﬂ’xx - ,B,,t =-av, + bﬂjt +cf

v,t IB,X
a,=p
u, =a

Eine erneute weitere charakteristische Transformation mit
wi=(0,+0)f=p.+5,
und
(0, =0)w=w, —w,
=Bo—bu

ergibt das System

ﬂ,t = _ﬂ,x +w

w,=w_ +av, +bf —bw-cp

V,z =P

a,=p

u,=a

Also gilt:

p -1 0 0 0 0)p w
w b 1 a 0 0w -bw—cf
vi=l1 000 0fv]| +0
u 0 0 0 0 Ofu a
a), 0000 Ofa), p

Fiir die Eigenwerte der Matrix aus Gleichung (56) gilt

Aoy =0,4, =—1,4; =1

188

(42)

(43)

(44)
(45)

(40)
47

(43)

(49)
(50)

(1)
(52)
(33)

(54)
(35)

(56)

(57



Die zugehorigen Eigenvektoren lauten

0 0 0 -1 0
0 0 —-a b/2-al2 1
v={0v,={0v,=1 |v,=|1 ,vs=| 0 (58)
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

Die Vektoren v, ,i =1—15, sind linear unabhingig. Also ist (56) stark hyperbolisch und folglich (41) ebenfalls.

3  Zusammenfassung

Die in der ingenieurméfigen Disziplinen Anwendung findenden rheologischen Dampfungsmodelle werden in
dieser Arbeit streng mathematisch klassifiziert. Alle Ddmpfungsmodelle weisen hyperbolische Anteile auf. Es
handelt sich um Wellenphdnomene. Neu ist die Entdeckung eines bei einigen Dampfungsmodellen auftretenden
parabolischen Anteils. Somit findet eine Klasseneinteilung in zwei Hauptklassen statt. Die eine ist rein hyperbo-
lisch, wéhrend die andere eine parabolisch-hyperbolische Mischform darstellt. Die Diskussion findet an einer
Maxwell-Parallelschaltung mit Abschliissen statt. Diese Untersuchung ist hinreichend, da Isormorphie zur
Kelvin-Voigt-Kette besteht.

Folgende Regel gilt: Existiert ein Weg durch das Modell, welcher nur iiber Dampfer fiihrt, so liegt in der
problembeschreibenden partiellen Differentialgleichung der parabolisch-hyperbolische Fall vor, gibt es diesen
Weg nicht, so ist die partielle Differentialgleichung rein hyperbolischen Typs.
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