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�� �����	
��� hi = H (pi) , h = (hi)i=1...n
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〈
h���

〉
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i=1 pih
���

i !
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	� q 
	� ����� ����� ������ p × q

〈
h���

p×q

〉
φ

=
〈
h���

p

〉
φ

+
〈
h���

q

〉
φ
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α (p) :=
〈
h���

〉
φ���

= ln
((∑n

i=1 p1−α
i

) 1
α

)

�� limα→0 V � (p) = V � (p) .
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�!�� �"�" H (piqj) = H (pi) + H (qj) +
δH (pi) H (qj) �#�
����� �$%%�" &�
�	� ���� �������� �� �
�
�����'�	�"

����������� 	 
������������� �� ������ δ� ��� x, y ∈ (0,∞) ��� f ��

� �	��
��	�� ��� �	��	������ �����
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f(xy) = f(x) + f(y) + δf(x)f(y) ⇔ f(x) = lnγ(x) :=

⎧⎪⎨
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xγ−1
cγ

; γ �= 0

1
c
ln(x) ; γ = 0

�(�

����� δ = cγ�

����� �� ����������� 	� )�� 	�	�
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)
= exp

(
γ 〈hp〉φ

)
exp

(
γ 〈hq〉φ

)

⇔ exp
(
γ 〈hp×q〉φ

)
= exp

(
γ 〈hp〉φ

)
+ exp

(
γ 〈hq〉φ
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(
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(
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)
− 1

cγ
=

exp
(
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φ′(x) = aφ(x) + b ⇔ 〈h〉φ′ = 〈h〉φ . ���

����������� � ������		������
����������� ������ ��� H (p) �� �	��

������ 	� ������ δ� ���� 〈H (p)〉φ 
 �	�������� 	� ������ δ � φ (x) =

φ̃ (x) = aφ∗ (x) + b� a �= 0 �����

φ∗ (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(cγx + 1)
α
γ ; α �= γ �= 0

exp(cαx) ; α �= 0; γ = 0

ln (cγx + 1) ; α = 0; γ �= 0

x ; α = γ �= 0

. ���
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	���	� � H (p) = H� (p) , ����� ����

�� ����� H� �	� �	���������. ���� �� α �= γ �= 0 �� ��� ���
〈
H�

〉
φ∗ =

1
δ

((∑n
i=1 p1−a

i

) γ
α − 1

)
= lnγ

(
exp

(
V �

α (p)
))

. V �

α (p) �� ��	�� 	 ������ ���

�	� ��� ���� α ������� ����� ���
〈
H�

〉
φ∗  �� ������ �!� �	� ��� α ��" γ "��

	 #�  � $%
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〈
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〉
φ
�� �	�'�""���� 	� "�(��� δ ��� �!�  �� �	�"% )	�

"�*�� ψ(x) := φ(lnγ(x)) ��+% φ−1(z) = lnγ

(
ψ−1(z)

)
, qj = 1

m
�	� ��� j = 1 . . . m

��" p−1 :=
(
p−1

i

)
i=1...n

��� �!� ���	 ��

lnγ

(〈
mp−1

〉
ψ

)
= lnγ

(〈
p−1

〉
ψ

)
+ lnγ (m) + cγ lnγ (m) lnγ

(〈
p−1

〉
ψ

)

⇔
〈
mp−1

〉
ψ

= m
〈
p−1

〉
ψ

. �,�

-� 	�"�� 	 *�" 	� ����� ψ ������ �,� �� ���� ��� � ���(��� "�.���� �	��	�

	� ψ. #� ψ̌ (x) = ψ
(

m
x

)
��" ψ̃ (x) = ψ

(
1
x

)
��� �,� �� �/������� 	 〈p〉ψ̌ =

〈p〉ψ̃ ����� �	�"� "�� 	 ��� �. ψ̌ ��" ψ̃ ��� �0��  �
� 	� ���� 	���� ����
�� �	� �	����� a ��" b �����(� �	������ "�.���� �	� "�.���� m�

ψ̌ (x) = ψ
(

m

x

)
= a(m)ψ

(
1

x

)
+ b(m). ���

)	� �� �� �	�� 	� x �� � �������� ��" �� 	�� 	� m �� � �	���� ��� ��
��������(�" ��	 �� ��(�����( 	� �� 
�		� ���	� ����(��( �� �	���	��
	� ���% )����� �	��" �� ���� 
�	� ψ (0) = 0 ⇒ b(m) = ψ(m) "	� �� ψ (0) ��
"�*��" ��" �� ���� �� ���� �����	� ψ �������� ���	� ����(��( ��  ���
(������" �� ψ% 1���� �	� t = x−1 ��� ��� �� ������� ��
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ψ (tm) = a(m)ψ (t) + ψ(m) = a(t)ψ (m) + ψ(t)

β : =
a(m) − 1

ψ (m)
=

a(t) − 1

ψ(t)

⇔ a(m) = ψ (m) β + 1 ����

���� β 	
���  �������� ��	��������� ���� ���� ��� ��
 �	���� ��
 ���������

������ ψ (tm) = ψ (t) + ψ(m) + βψ (t) ψ (m)� ����� �� 	� ����������� �
��
 ���� �
�
�� ����������� �� ���������� ��������

ψ(x) = lnα(x) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

xα−1
cα

; α �= 0

1
c
ln(x) ; a = 0

 �
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������ ��� φ (y) = ψ (x) = ψ
(
expγ(y)

)
�
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φ (y) = lnα(expγ(y)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(cγy+1)
α
γ −1

cα
; α �= γ �= 0

exp(cαy)−1
cα

; α �= 0; γ = 0

ln(cγy+1)
cγ

; α = 0; γ �= 0

y ; α = γ

. ����
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